
Indications pour les solutions et le barème de l’examen

Solution de l’exercice 1. Comme |f(x, y)|  |x|+ |y|, on voit que

lim
(x,y)!(0,0)

f(x, y) = 0. (2 points)

D’autre part, pour trouver la limite itérée, il faut d’abord calculer la limite

suivante pour 0 < |x| ⌧ 1:

lim
y!0

f(x, y) = lim
y!0

(x+ y) sin(1/x) sin(1/y) = x sin(1/x) lim
y!0

sin(1/y).

Cette limite n’existe pas si sin(1/x) 6= 0. (2 points)

Solution de l’exercice 2. Montrons que la fonction n’est pas uniformément con-

tinue. Il su�t de trouver un nombre � > 0 et deux suites (xn), (yn) telles

que kxn � ynk ! 0 quand n ! 1 et |f(xn) � f(yn)| � � pour tout n � 1.

(2 points)
On pose xn = (n+ 1

n , 0, . . . , 0), yn = (n, 0, . . . , 0). Alors kxn�ynk =
1
n ! 0,

|f(xn)� f(yn)| =
�
n+

1
n

�2 � n2
= 2 + n�2 � 2. (2 points)

Solution de l’exercice 3. (1) La fonction est bien définie sur l’ouvert

{(x, y) 2 R2
: x > 0}.

C’est le domaine maximal. (1 point)

(2) On a rf(x, y) = (y2xy�1, xy
(1 + y lnx)). Par conséquent,

rf(1, 2) = (4, 1), df(1, 2)[h] = 4h1 + h2. (1 point)

(3) Si la fonction est identiquement égale à 2, alors sa di↵érentielle s’annule

en tout point. Supposons maintenant que g 6⌘ 2. Alors g a soit un maximum

strictement plus grand que 2, soit un minimum strictement plus petit que 2.

Dans les deux cas, la di↵érentielle en ce point est égale à zéro. (1 point)

Solution de l’exercice 4. Le vecteur normal à la surface F (x, y, z) = 0 au point

(x0, y0, z0) est donné par

n = (n1, n2, n3) =
rF (x0, y0, z0)

krF (x0, y0, z0)k
, (1 point)

et le plan tangent s’écrit sous la forme

n1(x� x0) + n2(y � y0) + n3(z � z0) = 0. (1 point)

Dans notre cas particulier, on obtient

n =
1

17
(9, 8, 12),

9(x� 3) + 8(y � 1) + 12(z � 12) = 0 , 9x+ 8y + 12z = 179. (1 point)



Solution de l’exercice 5. On a f(x, y) = exp(lnx ln y). Par conséquent,

@f

@x
=

ln y

x
f,

@f

@y
=

lnx

y
f, (2 points)

@2f

@x2
=

ln y(ln y � 1)

x2
f,

@2f

@y2
=

lnx(lnx� 1)

y2
f,

@2f

@x@y
=

lnx ln y + 1

xy
f.

Au point (2, 1), on obtient

f = 1,
@f

@x
= 0,

@f

@y
= ln 2,

@2f

@x2
= 0,

@2f

@y2
= ln 2(ln 2� 1),

@2f

@x@y
=

1

2
.

Le développement de Taylor s’écrit sous la forme

f(x, y) = 1+ln 2 (y�1)+
ln 2(ln 2� 1)

2
(y�1)

2
+
(x� 2)(y � 1)

2
+o((x�2)

2
+(y�1)

2
).

(2 points)

Solution de l’exercice 6. On pose F (x, y) = 3x+ y + 2u� ex+y+u
. Alors

F (1, 0,�1) = 0,
@F

@u
(1, 0,�1) = 1.

Par conséquent, on peut appliquer le TFI et conclure que l’équation en ques-

tion définit une fonction implicite u = f(x, y) au voisinage du point (1, 0,�1).

(2 points)
On a f(1, 0) = �1,

@f

@x
= �@F/@x

@F/@u
= �2,

@f

@y
= �@F/@y

@F/@u
= 0,

où les valeurs numériques sont calculées au point (1, 0,�1). La di↵érentielle

de f au point (1, 0) a donc la forme df(1, 0)h = �2h1. (2 points)


