CALCUL DIFFERENTIEL ET ANALYSE NUMERIQUE (L3)

Controle terminal du 22 avril 2022, durée : 3 heures

Les téléphones portables et les autres objets connectés doivent étre éteints
Les notes de cours et autres documents ne sont pas autorisés
Une rédaction courte et propre est demandée pour une note maximale
Exercice 1. (3 points)

1. Donner la définition d’une application linéaire de R™ dans R™.

2. Soit f: R™ — R™ une fonction et o € R™ un point. Donner la définition
de la différentiabilité de f en xg.

Exercice 2. (3 points) Soit || - || une norme sur R?, f : R? — R une fonction
deux fois contintiment différentiable et ¢ € R? un point tel que
0% f .
f(a) =0, (a) =0 pour tous 4,j € [1,d].

8l‘i8Ij
Montrer qu’il existe une application linéaire L : R* — R telle que

o @) = Lz = )

e=a |z —al?

—0. (1)

Exercice 3. (3 points) Montrer que la fonction f :R? — R définie par
0 pour (z,y) = (0,0),

_ 3
f(SC,:U) 1:21'7_'_?42 pour (IE,y) 7é (an)

est différentiable dans toutes les directions en (0,0), mais pas différentiable

en (0,0).

Exercice 4. (6 points) Soit ¢ : R — R une fonction continue et f,g: R> — R
définies par
zy

Tty
fmw:A @@ﬁ,ﬂaw:A o(t) dt.

1. Montrer que f et g sont de classe C! sur R? et calculer leurs différentielles.

2. On définit la fonction F : R? — R? par

F(,’E,y) = (f(x,y),g(x,y)).

On munit R? d’une norme. Montrer que F est lipschitzienne sur le carré
B=[-1,1] x [-1,1].
Indication: on pourra utiliser le théoréeme des accroissements finis.
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3. En supposant que ¢(0) # 0 et ¢(1) # 0, montrer que F' est un difféomor-
phisme local au point (0, 1).
)

4. En supposant que ¢(t) > 0 pour tout ¢ € R, montrer que la restriction
de F 4 D := {(z,y) € R?|0 < x < y} est un difffomorphisme de D
sur F(D).

Exercice 5. (4 points) Soit f : [a,b] — R une fonction de classe C*. Montrer
qu’il existe C' > 0 qui ne dépend pas de f et de l'intervalle [a, b] tel que

[ f@)de = 0= a(f@ + 10)| < CO- 0 max @ @)

c€la,b]

Exercice 6. (6 points) Soient a et b deux vecteurs distincts de R?, et soit

f:R* =R, zw|r—al?lz—0?

ott | - | désigne la norme euclidienne sur R3.
1. Montrer que f est de classe C? sur R3.
2. Calculer la différentielle et la différentielle seconde de f.

3. Trouver tous les points critiques de f, c’est-a-dire les vecteurs x € R? tels
que Df(z) =0.

4. Trouver tous les points critiques ou la différentielle seconde est définie
positive.



