Corrigé de 'examen du cours Calcul intégral et analyse numérique

Questions. 1. faux: la dérivée peut étre non bornée
2. vrai: c’est une conséquence du développement limitée d’ordre 2
3. vrai: c’est une conséquence du théoreme d’inversion locale
4. faux: f(z,y) =z, x0 = yo = 0.

5. vrai: c’est une conséquence du théoreme sur les multiplicateurs de La-
grange
O

Questions de cours. (a) (1) On dit que f est différentiable au point a si il existe
une application linéaire L : R™ — R" telle que

i flath) = fla) = Lh| _

im 0.
1= Al

(b) (1) Soit f : R — R une fonction contintiment différentiable et zp € R un
point tels que f/(xzo) # 0. Alors il existent des ouverts U > zg and V' 3 f(zo)
tels que f: U — V est une difféomorphisme.

(c) (3) Si (1) a lieu, alors ||Lz| < C||z| pour tout z € E, ou C désigne
le supremum dans (1). Il s’ensuit que si x, — 0, alors | Lz,| < Cllz,| — 0.
Réciproquement, si || Lz, || — +oo pour une suite (z,,) C B, alors la suite des
éléments y, = HLwﬁ converge vers zéro, mais || Ly,| = 1, et la suite (Ly,) ne
converge pas vers zéro. O

Questions de TD. La dérivée de f a la forme
Df(A)H = Tr('AH + 'HA) = 2Te(‘AH) =2 > a;;hij.
i,j=1

Il s’ensuit que Df(A)H = 0 pour tout H € M, (R) si et seulement si a;; = 0
pour tous ¢, j € [1,n]. La matrice A = 0 est donc le seul point critique de f. O

FExercice 1. (a) (1.5) La fonction f est infiniment différentiable sur R?2. Comme
£(0,0) = 0 et 2—5(0,0) = 1, on peut appliquer le théoréme des fonctions im-
plicites et trouver des ouverts U > 0, V' 2> 0 et une fonction ¢ : U — V de
classe C! tels que, pour (z,y) € U x V,

fl,y) =0 = y=p()
(b) (1.5) On sait que

‘Pl(ﬂﬁ) = _(%(35»%0(35)))71 %(Jﬁ,@(m)) pour x € U.



En particulier, ¢’'(0) = —1, d’olt on voit que
p(x) = ¢(0) + ¢'(0)x + o(z) = —a + o(x).

(c) (1) La droite tangente au graphe de la fonction ¢ en zéro est donnée par
y = ¢(0) + ¢’ (0)x, soit y = —x. O

Ezercice 2. (a) (0.5) La continuité pour x > 0 est évidente. Comme zlnz — 0
quand x — 0, on a la continuité en zéro aussi. Comme h'(z) = —lnz — 1, on a
un seul point critique, = e~ !, et on trouve facilement que

inf h(z) = —oco, sup h(z)=h(e !)=e"t

zER L z€Ry

Enfin, pour x €]0,1[, on a Inz < 0 et donc h(x) > 0.
(b) (1.5)
1. A, est compact

2. fn est continue sur le compact A,, et atteint ses bornes.

3. Comme h(z) > 0 pour z € [0,1] et f,(1,0,...,0) = 0, on voit que
ianeAn fn =0.

4. Pour n =2, on pose x1 =t, x9 = 1 —t avec ¢ € [0,1]. On obtient ainsi la
fonction continue g(t) = f(t,1—t) = —tInt — (1 —¢)In(1 —¢) sur [0,1]. Il
est facile & voir que le maximum de g est atteint au point ¢ = 1/2 et est
égal a In 2.

5. Montrons par récurrence sur n > 2 que

sup fn = Inn. (3)

TEA,
Pour n = 2, la relation est démontrée. Supposons que (3) est démontré
pour tout n < k — 1 et considérons le cas n = k. La fonction fi est
continue sur Ay et possede un maximum P = (p1,...,px) € Ax. Comme
fe(k™L, ... k71) =Ink et fi est majoré par In(k — 1) sur le bord de Ay,
le point P appartient a l'intérieur de Ay. En appliquant le théoreme sur
les extrema liés, on conclut qu’il existe A € R tel que

(Vi) (1, pe) = A(1,...,1).

Il s’ensuit que —Inp; — 1 = X pour tout j € [1,k] et donc p; = k=1, d’ont
on conclut que fr(P)=1Ink.

(b) (1) Comme fp(x1,0,...,0) = h(z1) et h(z) - —o0 quand  — 400, on
a infzeRx fn = —oo. D’autre part,

n

sup fn < Z sup h(zy) =ne”
z€RY e Te20

1

1

Comme f,(e™},...,e"1) =ne~ !, on conclut que SUP,cpt fn = ne~ ! O



Ezercice 3. (a) (1) Comme dim Ry[X] = dimR? = 3, il suffit de montrer que
Ker ¢ = {0}. (4)
Si P(x) = ax?® + bz + c et p(P) =0, alors on a
c=0, b=0, a+b+c=0,

d’ott on voit que P = 0. Comme ¢ est un isomorphisme, il existe Py € Ro[X]
tel que p(Py) = (f(0), f'(0), f(1)).
(b) (2) L’égalité (2) est évidente pour z =0 et z = 1. Soit

R(t) = f(t) — Py(t), () =t3(t - 1).

Alors pour tout x €]0, 1] la fonction g(t) = R(z)II(t) — R(¢)II(x) s’annule aux
points t =0, t = x, t = 1 et, en plus, ¢'(0) = 0. En appliquant le théoréme
de Rolle, on peut trouver &, € [0,1] tel que g©®(¢,) = 0. Cette égalité est
équivalente & (2). O



