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Corrigé de ’examen

Questions de cours.

1. Une fonction f: R — C est 2w-périodique si et seulement si

Vo e R, f(z+27) = f(x).

2. Selon l'inégalité de Bessel, les coefficients de Fourier complexes (¢, (f))nez, et réels
(an(f))n>0 et (bn(f))n>1, d'une fonction f continue 2w-périodique satisfont

N

N ™
N 2L Y NP = laolDF + 53 (anlDF + BalDP) < 5 [ 7@ da.
n=1

n=—N

3. Notons || - || la norme associée au produit scalaire (-, -) i de 'espace de Hilbert H. Etant
donnés deux vecteurs x et y de H, I'identité du parallélogramme s’écrit

e+ yllE + Il = yllE = 22l + lyllF)-

4. Un sous-espace F' d’un espace de Hilbert H est dense dans H si et seulement si son

orthogonal F satisfait
FLt={0}.

Exercice 1.

1.a. La définition de la fonction f sur l'intervalle fondamental | — 7, 7] et sa 2w-périodicité
assurent que son graphe présente l'allure suivante :

f(x)

/2

b. Nous déduisons de la définition de la fonction f que

fla) = w#0=f().

T—rT—



La fonction f n’est donc pas continue en 7, ni sur R.

c. La fonction f est bien définie et 2m-périodique sur R. De plus, elle est de classe C*° sur
| — m, 7|, avec

Vo €] —m, x|, f(z) = 1.
Sachant que

f(x) x%(i)ﬂ)"‘ —m, et f(x) s

elle est par périodicité continue par morceaux sur R. Comme

flle) = 1, et fl(z) — 1,

z—(—m)* T

elle est de méme par périodicité de classe C! par morceaux sur R.

2.a. Nous vérifions que

Vo €] —mxf, f(-2) = —w = f(z), et f(-m)=0=—f(m),

ce qui assure que la fonction f est impaire sur U'intervalle [—7, 7). Etant donné un nombre
y € R, il existe de plus un unique entier n € Z telle que —7 + 2nm < y < 7w+ 2nw. Par 27-
périodicité, nous avons alors

y—2nm siy £ 7w+ 2nm,
fly) =47 .
0siy=m+2nm.

Sachant que —7 — 2nm < —y < 7™ — 2nm, nous savons que

—y+2nmw sl y £ 7+ 2nm,
fl=y)=19.".
0siy=m+2nm.

Dans les deux cas, nous obtenons

f(=y) =—f(v).

Par conséquent, la fonction f est impaire sur R, et nous concluons que

Vn >0, an(f) =0.

b. Sachant que la fonction f est impaire sur R, ses coefficients de Fourier b, (f) satisfont

2

Vn > 1, by(f) = i/oﬂ f(z) sin(nx) dr = - /Oﬁa: sin(nx) dz,

ce qui conduit au calcul

bu(f) = 2 —M}W—i—i ﬂcos(nx)daf: —

T n 0 nmJy n n?m

2cos(n7f)Jr 2 (sin(nm) — sin(0)).

Comme cos(nm) = (—1)" et sin(nm) = sin(0) = 0, nous concluons que

2(_1)n+1
771 .

bn(f) =



c. Sachant que la fonction f est de classe C' par morceaux sur R, nous déduisons du
théoréme de Dirichlet la convergence de la série de Fourier ), -, b,(f)sin(nz), et le fait
que la somme de cette série soit égale a

+oo
Vz € R, an(f) sin(nx) = %( lim f(y)+ lim f(y))
n=1

Y—T_ Yy—Ty

Pour = 7/2, nous obtenons

Nous vérifions alors que

i (E) B sin(km) = 0 si n = 2k,
2 sin (%—f—k‘ﬂ) =(-DFsin=2k+1,

de sorte que
+00 2(_1)n+1

_nmy R 2(-1)k
2. " SIH(Q):kz::O%—i—l'

n=1

Nous concluons que
m

Slzz.

Nous écrivons ensuite la formule de Parseval pour la fonction continue par morceaux f afin
d’obtenir

1+00 _ 1 T B 1 s _ 1 T (_7_‘_)3 _71'
s = g [ @Rar =g [ atae= g (TR = T

—T —T

Nous déduisons donc de la formule de la question 2.b que

1+oo 7'('2
ffz 2 _

Exercice 2.

1. Rappelons que la série géométrique ), - 2" est convergente si et seulement si |z| < 1.
Dans ce cas, sa somme vaut
“+o0o
n 1
E 2" = .
1—-=2
n=0

—a+ix

Pour a > 0, et quel que soit € R, le nombre z = ¢ satisfait

|z| =e * < 1.

n o _ —a+iz\n _ ,—ant+inr _ ,—Nna inc At —no ,inT
Sachant que z" = (e M =e = e "™ la série ), 50e "™ est conver-

gente quel que soit le choix du nombre réel z. Elle est donc simplement convergente sur R,
et sa somme vaut

+oo
. 1 1 @
Vr € R, Z e Y et = = __°

. 1— e—a—i—ix e—a(ea _ eiz) e — eix
n—=




2.a Rappelons que
Va > 0, ch(a) > 1,

tandis que
Va € R, |cos(z)| < 1.

En particulier, il vient

ch(a) — cos(z) > 0,

et la fonction f, est bien définie sur R. Comme les fonctions cos et sin sont 27w-périodiques
et de classe C*° sur R, la fonction f, est aussi 2m-périodique et de classe C* sur R. Nous
calculons enfin

B sin(—x) _ —sin(z)
fa(=2) = ch(a) — cos(—x)  ch(a) —cos(z) falz),
de sorte que la fonction f, est impaire.
b. Rappelons que
1
Vz € C, Im(z) = 2—(2 - z).
i
Nous avons donc
e 1 e e
ST R Y
ea _ elﬂf 1 ea _ ell’ 60& _ 6*1([
d’ott nous calculons
o1 ( e ) e®(e® — e 2e“ sin(z)
m — ) = A — = y ,
e — olT Z’(ea _ ezx)(ea _ e—zx) 620‘ +1— ea(ezz + e—zx)’

soit ]
e sin(z)

ex — ei“f) - ch(a) — cos(z)’

ZIm(

c. D’aprés les questions 1 et 2.b, nous savons que

a

Vi € R, folz) = 2Im(€a€_76m) - 2Im< f e~ em)
n=0

Sachant que la convergence d’une série > . 2, assure celle de la série ) -,Im(z,), et

que dans ce cas,
+0o0

I<Z ) Zlmzn

n=0

nous concluons que

=2 Z Im —na m =2 Z @ sin(nx)

3.a. D’apreés la question 2.a, la fonction f, est impaire sur R, et nous savons donc que

Vn >0, an(fo) =0.
b. D’aprés la question 2.b, la fonction f, est la somme de la série trigonométrique ) -2

e "*sin(nz). Sachant que 0 < e™® < 1, la série ), - [2e7"* = > ~;2(e™)" est conver-
gente, ce qui assure la convergence normale de la série trigonométrique ), -, 2e™" sin(nx).

4



De par cette convergence normale, les coefficients de Fourier b, (f,) de la somme f, de cette
série trigonométrique sont alors égaux & ceux de la série trigonométrique, soit

Vn > 1, by(fo) =2 ™

¢. Comme la fonction f, est 2m-périodique et de classe C*° sur R, nous pouvons écrire la
formule de Parseval

+oo

% _ﬂ [ fa(@)[* dz = lao(fa)* + % D (lan(fa) P+ [ba(fa)]?).

n=1

Nous déduisons alors de la définition de la fonction f, et des questions 3.a et 3.b que

/ﬂ— Sin($)2 dr = 4 +§ —2na
_r (ch(a) = cos(z))? v anle '

Sachant que e ™2 < 1 puisque o > 0, nous concluons que

dz = - .
(ch(a) —cos(@))2 T 1_e2a T a1

/” sin(x)? 4rre=2@ 4w

Exercice 3.

l.a. Considérons une suite (an)n>0 de H. Par comparaison, nous savons que la série
> ,>0a2 est convergente, de sorte que la suite (a,)n>0 appartient a l'espace ¢(N,R).
L’ensemble H est donc une partie de 2(N,R). Etant donnés un nombre réel \ et une autre
suite (by,)n>0, nous observons de plus que

(n+ 1) (Aan +bn)? < 20%(n + 1)a2 4 2(n + 1)B2,

puisque
Y(a, B) € R, (a + 5)2 < 2(&2 + ﬂ2).

Par le principe de comparaison, nous concluons que la série ), ~o(n + 1)(Aa, + bn)? est
convergente, de sorte que la suite (Aay+by)n>0 demeure dans H. En particulier, ’ensemble
H est un sous-espace de /?(N, R).

b. Sachant que
1
(. f) € R, |af] < S (o + %),

nous obtenons .
Vn >0, |(n + Lapby| < 5((71 + a2 + (n+ 1)bi>.

Comme les suites (ap)n>0 €t (bn)n>0 sont dans H, la série ano(n + 1)aypb,, est par com-
paraison absolument convergente, donc convergente, ce qui assure que l'application (-, -) g

est bien définie de H x H dans R.

Nous vérifions alors que cette application est bilinéaire symétrique définie positive. Sa
symétrie résulte en effet du calcul suivant

—+o00 “+o00
V(a,0) € H x H, (b,a)y = _(n+ Dbuan = Y _(n+ 1)anby = (a,b}x,
n=0 n=0



tandis que, par symétrie, sa bilinéarité provient du développement suivant

+oo +o00 +oo
(Aate, by =Y (nt1)(Aantcn)by = AD_(n+1)anbp+ > (n+1)enbn = a, b)g+(c,b) u.
n=0 n=0 n=0

valable pour tout nombre A € R et toutes suites a, b et ¢ de H. Enfin, nous vérifions que

+oo
(a,a)r =Y (n+1)a? >0,

n=0
et que cette inégalité est une égalité si et seulement si
Vn >0, (n+1)a, =0,
soit si et seulement si la suite (a,)n>0 est identiquement nulle. En conclusion, I’application

(-, ) est bien un produit scalaire réel sur I’espace H.

2.a. Par définition d’une suite de Cauchy de H, quel que soit le nombre € > 0, il existe un
entier P > 0 tel que
vpaq Z P7 Ha’(p) - a(q)HH S g,

soit N
Z(n + 1)(@%’) — aqu))2 <&l
n=0

En terme des suites (qup))nzo, cette inégalité s’écrit

“+oo

Z (u%p) - ugLQ))Z <e?
n=0

c’est-a-dire
H“(p) - u(q)H€2(N,R) g

Autrement dit, la suite (u?)),>q est de Cauchy dans ¢2(N,R).

b. Rappelons que £?(N,R) est un espace de Hilbert, donc est complet pour sa norme
canonique. Comme (u(P)),>¢ est une suite de Cauchy de £(N, R), elle est donc convergente :
il existe une suite u> € (2(N,R) telle que

H“(p) - UOOHEQ(N,]R) p_T]roo 0.

Introduisons alors la suite a®° définie par
uOO
Vn >0, a0 = —"1—.
(n+1)}

Nous calculons
Vn >0, (n+ 1)((1%0)2 = (uzo)2

Comme u™ € 2(N,R), la suite ™ appartient au sous-espace H. De plus, elle satisfait

+o0 I
Ha(p) _ aoo”i] — Z(n + 1) (a%p) _ CL%O)2 — Z (ugzp) — u%o)2 — Hu(p) — uOOHEQ(N,R)’
n=>0 n=0



de sorte que

(® _
o ~a*], 0

En conclusion, toute suite de Cauchy pour la norme || - || de H est convergente dans H.
L’espace H est donc complet pour la norme || - || : il s’agit bien d'un espace de Hilbert
pour le produit scalaire réel (-, ) .

3.a. Pour p,q > 0, nous calculons

+o0

<6(P)7e(Q)>H - Z(n +1)elPeld)
n=0

Lorsque p # g, tous les produits e%p ) e,(lq) sont nuls, de sorte que

<e(p)7 6(Q)>H —0.

Quand p = ¢, nous obtenons
<e(p)7e(p)>H =(p+ 1)(61(010))2 =27,

et nous concluons donc que la famille (e(P)),>( est orthonormée dans H.

b. Considérons une suite a = (an)n>0 de H telle que
Vp > 0, (a, e(p)>H =0.

Sachant que
1
(a, e(p)>H =(p+ 1)apez()p) =(p+1)2a,,

par définition de la suite e, nous déduisons des relations d’orthogonalité précédentes que
Vp >0, a, =0.

En particulier, I'orthogonal du sous-espace engendré par la famille (e(p) )p>0 est réduit au
singleton {0}, ce qui assure que ce sous-espace est dense dans H, puis que cette famille
est totale. D’aprés la question 3.a, elle est aussi orthonormée, et il s’agit donc d’une base
hilbertienne de H.



