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1. Soienta et b deux nombres réels et considérons l’équation en 3 variablesréelles :

z3 + z(a + xy) + x2 − y2 + b = 0.

(a) Trouver les valeurs du couplea, b telle que cette équation permette de déterminerz comme
fonction implicite dex, y au voisinage du point(x, y, z) = (−2, 3, 2). On noteg(x, y) cette
fonction implicite. (Justifier vos calculs)

(b) Déterminer∂g/∂x et∂g/∂y en ce point (et en fonction dea et b).

2. Soit E = Mn(R) l’espace des matrices réellesn × n, muni de la norme matricielle‖M‖ =
sup{‖Mx‖∞ : x ∈ R

n, ‖x‖∞ ≤ 1}. SoitA, B ∈ E. On note1 la matrice identité dansE.

(a) Soit (1− tA)−1 une fonction de la variable réelle,t. Montrer que cette fonction est bien définie
si |t| < 1/‖A‖ et donner une majoration pour sa norme en fonction det et de‖A‖.

(b) Montrer que(1 − tA)−1 est différentiable et déterminer une formule pour sa dérivée. (Justifier)

(c) Supposons que la matriceB − tA est inversible pourt = t0 ∈ R. Montrer queM(t) =
(B − tA)−1 est différentiable ent = t0 et déterminer une formule pour sa dérivée.

3. Soit Ω = {x ∈ R
n : x1 > 0, . . . , xn > 0} (ouvert dansRn) et définir

f(x1, . . . , xn) = (x1 · · ·xn)1/n , x ∈ Ω.

Soita ∈ Ω et considérer la contrainteg(x) = (x1a1 + . . . + xnan)− 1 = 0. À l’aide d’un multiplica-
teur de Lagrange déterminer le maximum def dansΩ sous la contrainteg = 0. (Justifier)

4. SoitE = C1([0, 1]) muni de la norme‖y‖C1 = max{|y|∞, |y′|∞}.
SoitA = { y ∈ E | y(0) = e, y(1) = 0} et soit l’application,f : A → R , définie par :
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dx, y ∈ A.

On suppose quey ∈ A est un point critique def .

(a) Montrer quef est différentiable eny.

(b) Déterminer une équation différentialle de deuxième ordrepoury.

(c) Déterminery.


