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Exercice 1 : On note D le disque ouvert de centre O et de rayon 1 de C.

1.

Déterminer le rayon de convergence de la série >~ nz""', ainsi que sa somme g sur son
disque de convergence.

Montrer qu’il existe un unique prolongement analytique de g sur C \ {1}, que I’on note g.
Calculer g(2).

. Montrer, qu’il existe une unique fonction analytique f sur D telle que

1 n?

On déterminera une formule pour f.

Exercice 2 : On note Lg la fonction logarithme suivante et R la fonction racine carrée définies sur
C\ iR~ par

V2 € C\iR™, Lg(z) =Inl|z| +iarg

™
2

w(2) et R(z)=exp (%ng).

On fera attention au fait que Lg n’est pas le logarithme principal, et R n’est pas la racine carrée

principale.
1. Calculer Lg (—2), Lgi, R(i) et R(—2).
L
2. Onpose f(z) = £% ; sur quel ouvert maximal U de C cette formule définit-elle une

R(z) (1+ 22)
fonction holomorphe ?

. Pourtout 0 < r < letl < T, on définit le chemin ~ situé dans le demi plan supérieur Sz > 0

qui parcourt une fois dans le sens trigonométrique la courbe constituée par le demi cercle v; de
centre 0 et de rayon 7', le segment 75 : [—7', —r]|, le demi cercle v; de centre O et de rayon r, et
enfin le segment ~y; : [r, T']. Représenter ~*.

Calculer / f(z)dz.
Y

. Paramétrer vy, 72, v3 et 4.

. On pose I3(r / f(2) dz, montrer que |I3(r)| < 7r\/_

lnr

. En déduire hm I3(r).

. On pose I1(T / f(2) dz, montrer que hm L(T)=0.

. En considérant la partie imaginaire de / f(2) dz, en déduire que

Inz w2

\/' ) T e
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Exercice 3: Soitunréel a > { etsoit U = {z € C*, |Argz| < £}.
Soit 0<c<a. On définit la fonction z¢ sur C\R~ par 2¢ = e“°¢# ol Log » désigne la détermination
principale du logarithme. On pose, pour z € C\R™ et a > 0,

p(z) = 7, alz) = e et 9(0) = ¢a(0) = 1.
1) a) Montrer que ¢ et ¢, sont holomorphes et sans zeros sur C\R ™.
b) Représenter U. Soit z € U, calculer Re(z°), montrer que Re(z%) > |z cos (&) > 0.
¢) Démontrer que Vz € C\ R™, |z¢| = |z|¢, en déduire que ¢ et ¢, sont continues en 0.
d) Montrer que Vz € U, |¢(2)| < 1etque sup,_, .y [9(2)] —r—o0 0.
e) Vérifier que |p,(2)] = |¢(2)]”.

2) Soient f une fonction holomorphe sur U, continue sur U, et M un réel tels que :
(i) |f(2)| < M surle bord de U, c’est a dire si z = 0 ou si [Argz| = .
(i) Vz € U, |f(z)] < el oub €]0;afest fixé.

On fixe c €]b, a[ et on pose, pour z € U et p, définie comme en 1),
Fo(z) = f(2)pa(2)
a) Montrer que sup|,—, ey |[Fa(2)| —r—o 0. En déduire qu’il existe R > 0 tel que

sup |Fu(2)] < M.
zeU,|z|>R

b) Soit "= {z € U, |z| < R}. Montrer que

sup |Fo(2)] < M.

z€0T
En déduire que |F,,| < M sur U.

¢) En déduire, pour z € U, une majoration de | f(z)|, puis, en considérant & — 0, conclure que
|f| < M sur U.

3) Montrer que la fonction f(z) = €** est bornée sur le bord de U, mais pas sur U.



