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Mathématiques

STRUCTURES ALGÉBRIQUES

Aucun document autorisé, calculatrice et téléphone interdits. Barème indicatif.

Toute réponse doit être justifiée.

Petites Questions (4 points + 1 de bonus si au moins deux bonnes réponses).

a) Décrire les idéaux de l’anneau euclidien Z[i] et démontrer que tout idéal non réduit à {0} contient
un nombre entier positif non nul.

b) Écrire la décomposition en cycles disjoints, puis calculer le signe et l’ordre de la permutation �
de S8:

� = (5236)(134)(28)(347).

c) Dire si les polynômes f et g sont dans la même classe de l’anneau quotient R[x]/(x2 � 2) :

f = 4x5 � 9x3 � 5, g = �3x4 + x2 � 2x+ 5

d) Donner le nombre d’éléments d’ordre 2 dans les groupes diédraux D128 et dans D129.

Exercice 1 (3 points).

a) Soient G et H deux groupes et soit ' : G ! H un morphisme de groupes. Soit g 2 G un élément
d’ordre fini n. Démontrer que l’ordre de '(g) divise n.

b) Trouver tous les morphismes de groupes

' : Z/3Z ! Z/4Z et ' : Z/3Z ! Z/6Z.
c) Soient p un nombre premier et 2  n 2 N. Donner une condition, nécessaire et su�sante sur p
et n, pour qu’il existe un morphisme de groupes non trivial (i.e. non nul)

' : Z/pZ ! Z/nZ.
Dans ce cas, combien en existent-ils ? Justifier la réponse.

Exercice 2 (4 points). Pour tout anneau R on note par R? le groupe multiplicatif des inversibles.
Soit

A = (Z/3Z)[x], f = x4 + 2̄x3 + 2̄x+ 2̄ 2 A.

a) Lister les polynômes unitaires irréductibles de degré 2 de (Z/3Z)[x].
b) Factoriser f comme produit d’irréductibles de A.

c) En utilisant le lemme chinois, écrire un isomorphisme d’anneaux explicite entre A/(f) et un
produit direct de deux anneaux, on les note A1 et A2.

d) Calculer |A?
1|, |A?

2|. À quel groupe connu sont isomorphes A?
1 et A?

2 et pourquoi?

TOURNER SVP



Exercice 3 (4 points).

a) Donner les décompositions possibles en cycles disjoints d’un élément d’ordre 6 dans S5. En
déduire le nombre d’éléments d’ordre 6 de S5.

b) Combien de générateurs a un groupe cyclique de cardinal 6? En déduire le nombre de sous-
groupes cycliques de cardinal 6 de S5.

c) Rappeler un résultat du cours de classification (à isomorphisme près) des groupes de cardinal 6.

d) Expliquer comment trouver au moins 10 sous-groupes de S5 de cardinal 6 mais pas cycliques.

Exercice 4 (8 points). Dans cet exercice A est un sous anneau de Q, A? est le sous-ensemble des
inversibles de A, et P = {p 2 N | p premier} est l’ensemble des nombres premiers positifs de Z.

Si S ✓ P on note par ZS ✓ Q l’ensemble des nombres rationnels tels que tous les facteurs
premiers du dénominateur sont dans S. En particulier Z ✓ ZS . On a

ZS = {m
n

|m 2 Z, n 2 N \ {0} tel que 8p 2 P, p|n ) p 2 S}.

Par exemple ZP = Q et

Z{2,3} = { m

2r3s
|m 2 Z, r, s 2 N}.

Le but de l’exercice est de démontrer que tous les sous-anneaux de Q sont de ce type et, puis,
de démontrer qu’ils sont tous factoriels.

a) Démontrer que Z{2,3} est un sous-anneau de Q.

b) Pour tout S ✓ P (donc même de cardinal infini), démontrer que ZS est un sous-anneau de Q.

c) Soit S = A? \ P. Démontrer que ZS ⇢ A.

d) Démontrer que si m
n 2 A, avec m ^ n = 1, alors 1

n 2 A

e) En déduire que A = ZS .

f) Soit I un idéal de A. Démontrer que I \Z est un idéal de Z, puis démontrer que I est principal.

g) Démontrer que tout sous-anneau de Q est factoriel.

h) Soit D un anneau principal et soit Q = Frac(D). Que peut on dire, en justifiant la réponse,
sur les sous-anneaux de Q?



GMIGE

PQ .

a ) Zti ] est

eukihen.doncpmyal.SiIstunidioldeZETdffoutde4ieexiste@b1eziHsoDt.g
.

I= ( atib )

Pmsque I stunted tzeZE . ] tlatib ) e I Sinned z=a - its

a  a  @.ibkatub )=a' +6 't In@Ho))

b) - 46528347 ) ⇒ lot 6v2=6 jsgnr.tl#tiP
"

= +1

c) ftcxtz )
=

get 'CY⇐) x2-2|f - g < eqnist le as  an

4×5+3×4
-
9×3 - x

'

-12×-1042--4×5
+8×34×3+3×2 - x +5

.

3×4 - x3 - x
'  +2×-10

-3×4 +6¥3 +5×2+2×-10

tx
56 -10

- 5÷
0

412 )
fj=1 ,

. . . ,l28 11

d) Dr , :{ Ri
,
S , ,

. . ,S,z8/i=Q . . ,lHf lsjk I 2/128 ⇒

-11
eternal

.

|
1131=128

.

dkrdne Zdaus

done 129 Elements dkrdre 2 dem Dizp (
R >

Dug = ( Ri
,

S
, , .

. . ,§zslift  128 ) |H=2 ,
1121=129 2+129

Vd 't
' . 'l25 ⇒¥ Element dbrhe 2 dash

done 129 Elements dlerdel dons Dizg



Exeruiel a ) get ⇒ Kg
" )=KyT=1 ⇒ 14cg)1 /m

/  ,

f)

zgzstqEynetPstdetermne1mllimogedluugeneaTnr.etRaorohe34CI1-10TstuugEnErateurs7Ve1eneTid1ordn3oiaousedea1pmsguI4HII4klayrwqaagulemenorphismeZgztZhzestletiwialCIHoTCEiorphismeturiI1Panontuqna3morphismes4iZbzPGgzIhfgkyleTemetdloteslCElementdkrohe31cjsip1mnly.a.p.IelemeuisdkrchepdousZtnz.sipfnanumDonu@memeargwmenTqueenblmousdonneqnelbndoiTavoirp1metdousoecasRyap-Tmorphismsmontuuiaux.Exuuiie1xtt1sitxt2.x

'

+2×+2

-  . .  -  -  -

.  - .

b) x
' +2×3+2
x÷2

=  xht +2×(5+1)  =  1×2+1 ) ( xH+2× )=(×2+i)(×2+I×+I )

c)

Afp,

±
}Igf÷,, x 2121×1 =A×A . a  

its
^  xteti =I

( i+Ix+E )

atf )i ( at GHT)
,in +1×2+-2×+5 ) ) tae A

.

.

d) A
, ,

As ups  can  x2+Tet x2+IxtI irreducible Done AF etttit of

des gpsqtrqus ( caythorme
, legpmuetyeulif dluuwps fini stykue )

IAF1=121 -1--5-1--8=1*1 ⇒ AT .uAE±Zgz



Exercises

a) at 55
,

k1=6 ⇒ r= ( abc ) ( de ) we Laibisde }= 1143 , 4,5 )

Gupta is  Elements tenant d ompterls cycles deloyeur 3 dons Ss

( mil existence  unique fcgon de complete ( abc ) avec we 2- cycle disjoint )

⇒ on  a (35 ) x 2 !  = 20 etemcntsdkrde G dons§ 5

b) un gp aeuhgue de cardinal 6 a 4( 61=43 )Y( 21=2
generators

 ⇒

icy a 2,1=10 sous gps cyuhque > de S ;decardinal 6

e) Si G  stumgpdeandmol 6 alas Gstisomorphesoita Zqz soil a
' Ss

d) V. { aib) E { 1,334,5 ) le sous gp Hk ,p={oeS5/ o4=a ,
rlbtb)st.

a

isomorphic  at S ,via H{ any
SwI±§

ai N = 1133,45 ) ilad )

6h %
 IT

⇒ on  a (k ) = to somgps dess  isomorphism Ss

bexvcickfauonfier 104, , ,
et 9^19 ,€4 ,,y⇒ 9, .9ztZu

, , ) , 9,
- 9iZ{ ysj

Pan
def Z±4{ µ

,
done 1£42 , }) en

.

th oat
9i=zmg , qz= Inge alms

9,92 '

zI÷g+ ,
£Zw ,

et
9, -9's  Item 's £42,s )



b)
Encnemeiqns leZs uZ[ Zs en Rm sat |9i=he

, 92=1

,

91/92+4

alas 9,92 =n÷r et tpep : plans ⇒ plmoupls Done pts

q ,
. qz=¥rm et plans ⇒ plan  on pls Done pes

c) A sous  anneou def ,
S=A*nP ⇒V- pts mate A

Soil
nnt

e Zjetsoutn.pl '

.
. per betaukrisationden wmme product

de premiers day 4

ovens pies done
tpf , ftp..fi

, m.pt#tAiem=tA
d) mnn=1⇒±qpeZ ettdmtpm ahrs fugue  manta , ZIA

,
A sous

auueou

deQ

÷= dmntft =L matp £ A

e) Sort  Ynt A  manse tt p P ty ,

Pln on lose  m=n'
p

Ona Ain . ⇒ n
'

. In = f- E A  ⇒ peset done mfneZ
,

f) OTINZ  en plus a ,beInZ  ⇒ a-be INZ can I ideal deAetZ say

anneondea

si zt

ZEA
et  ×  EINZ alas z . x I united et z. xez a Z

annear . Done  II  men et INZ  =  NZ .

On  out dq .

I=nA
.

Ona  met
,

I ideal ⇒ MA E I

Vkwusa  si ×£ I ×=  rg
⇒  r=sxtIn2=nZ ⇒ Itil et r =  nz

YSEIEA ⇒ f- € A done ×= mz
=  n Z . 1 e NA

5 s



g) Pmsque A  st principle on  a que A est factorial

f)

DauscequipreoideonaseuleuecuiutibsiqueZeotpnncyaCetQ-FracC4.htutdrrqhetouslsoousannconxde0untprincyaux@ncfauorie4etqiieomtdntypDs-g.m

he Q /
man -1 et

tpop plan  ⇒ pes )

ai P= { ctinmts premiers de D) etsee P
.


