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Corrigé de ’examen

Questions de cours.

1. Une fonction f € C*(R,R) posséde un point fixe superattractif en un point a € R si et
seulement si

flay=a et f'(a)=0.

2. Le théoréme de Weierstrass sur 'approximation polynomiale s’énonce ainsi :

Soit [a,b] un segment de R. L’ensemble des fonctions polynomes sur [a,b] est dense dans
lensemble des fonctions continues sur [a,b]. Autrement dit, quelle que soit la fonction
f €C%a,b],R), il existe une suite de fonctions polynomes (Pp)nen telle que

n—-+o00

[f = Pullo = sup |f(z) = Pu(x)] — 0.
z€[a,b]

3. La méthode de quadrature élémentaire des trapézes est définie par la formule
vf € CO[-1L,1,R), o(f) = f(0) + f(1).
4. Une méthode numérique & un pas pour la résolution approchée du probléme de Cauchy

{Vt S [to,to + T], y'(t) = f(t7y(t))v
y(to) = yo,

est définie par la donnée d’une fonction ® € C([tg,to + 7] x R?,R) et la formule de
récurrence pour les valeurs approchées (yn)o<n<ny aux temps tg < t; < ... <ty =tog+71 :

VO<n <N =1, ynt1 = Yn + hn ®(tn, yn, hn),
ouV0<n<N-—1, hy =thy1 —tn.

Exercice 1.

1. La fonction F' est bien définie et de classe C*° sur |0, 4o00[, avec

Vz >0, F'(x) =

8|

La suite (zp,)n>0 est donc donnée par la formule de récurrence

Yn > 0, Tpt+l = Tpn — Tn — xn(ln(xn) - 1)7

c’est-a-dire

pour la fonction f définie par

Ve >0, f(z) = z(2 — In(z)).



2.a. La fonction f est bien définie et de classe C* sur |0, +oo], avec
Vo >0, f'(z) =2 —In(z) — = =1 — In(x).
x

Sachant que la fonction logarithme est strictement croissante sur |0, +oo[ et que In(e) = 1,
nous constatons que la dérivée f’ est strictement positive sur ]0,e[, s’annule en x = e,
et devient strictement négative sur Je, +00[. Par conséquent, la fonction f est strictement
croissante sur |0, e[. Comme

flz) = 0 et fle)=e,

z—0
nous concluons que f est bien définie de ]0, e[ sur ]0, e].
b. Montrons par récurrence sur n > 0 que (2, ),>0 est bien définie et satisfait

Yn>0,0<zx,<e.

Lorsque 0 < xg < e, cette propriété est vraie au rang n = 0, et si elle est vraie jusqu’au
rang n, la question 2.a assure que x,+1 = f(z,,) est bien définie et appartient a 'intervalle
10, e[. Par récurrence, nous concluons donc que la suite (z,,)n>0 est bien définie et & valeurs
dans 0, e].

3.a. Nous calculons
vz €]0,el, f(z) —z =z(1—In(z)).

Par croissance stricte de la fonction logarithme,
Va €]0, e[, In(z) < In(e) =1,

de sorte que
z(1—In(z)) > 0.

Ainsi concluons-nous que
Vz €]0,¢], f(x) > .

b. Lorsque 0 < zg < e, la question 2.b assure que
Vn>0,0<zx, <e,

d’ou d’aprés la question 3.a,
Tnt+1 = f(xn) > T,
Par conséquent, la suite (x,),>0 est bien croissante lorsque 0 < zo < e.

4. Nous déduisons des questions 2.b et 3.b que la suite (x,),>0 est majorée par e et
croissante lorsque 0 < zp < e. Cette suite est donc convergente de limite ¢ €]0,e]. Par
continuité de la fonction f, cette limite satisfait

(= f(t) =¢(2—1n(0)).

Comme ¢ > 0, cette équation se réduit a

n—-+o0o



lorsque 0 < zy < e, et la suite (z,,)n>0 permet donc d’obtenir une valeur approchée du
nombre d’Euler e.

Exercice 2.

1.a. Considérons les fonctions polyndémes X définies par
Vr € R, Xp(z) = 2F,
pour k > 0, et calculons

O'(Xo) = A + Ao+ Az, O'(Xl) = —A1 + Ag, et O'(XQ) = A1 + As.

1 1 1 9
/ ldx = 2, / rxdr =0, et / 22 de ==,
-1 —1 -1 3

la formule de quadrature o est d’ordre au moins égal a 2 si et seulement si

Sachant que

A+ A+ A3 =2,

_)\1 + )\3 = 07
A1+ A3 = %
Ce systéme équivaut a
201 + Ao =2,
A3 = A1,
_ 2
2\ = 3.
Son unique solution est donc égale a
1 4 1
)\ = — )\ - = t )\ = .
1 37 2 37 € 3 3

Ce choix est le seul pour lequel 'ordre de la méthode de quadrature élémentaire o est
au moins égal & 2. Pour tous les autres choix possibles, I'ordre est strictement inférieur.
L’ordre de la méthode de quadrature élémentaire o est donc maximal lorsqu’elle s’écrit

—_

a(g) = 5 (9(—=1) +49(0) + g(1)),

"3
pour toute fonction g € C°([—1,1],R).

b. Dans ce cas, nous calculons

o(X3) == (—-141)=0, et o(Xy) = (1+1):§.

1 1 9
/ 22dx =0, et / atdr = 2,
. . 5

1 1
o(X3) :/ Bdr, et o(Xy) 7&/ ztdz,
- -1

1

W =
W =

Sachant que

nous obtenons

de sorte que l'ordre de cette méthode est égal a 3.



2.a. Nous commencons par vérifier que

_ySi _y207

0 sinon.

Vy € R, (_y)+ = {

Comme

') s Yy S 07
Y- = .
0 sinon,

nous obtenons

(—y)+ =y-.
De fagon similaire, nous calculons

3 3 y3 siy >0,
Y 2y =9, 3 3 .

y® —2y° = (—y)” sinon,

de sorte que
v+ 257 =y,
b. Par définition, le noyau de Peano K de la méthode o est égal a
v L), Ky = [ Pde-L((—1-y)® 44 S+ (1—y)’
el LK) = [ (-y)ide= (- 1-9)] +4(-9)] + (1-)}).

Nous calculons d’abord

/1 (Z_y)idy:/yl (Z—y)gdz: [(2_43/)4}1: (1—41/)4'

—1 Y

Nous vérifions de plus que

de sorte que
(-1=y)+=0, et (A-yt=1-y

D’aprés la premiére identité de la question 2.a, nous arrivons ainsi & I’expression

1 1
K(y) =;(1=9)" = 2 (42 + (1= )°)
1 1
:Z<1—4y+6y2 —4y3+y4> -3 — 3y + 3y —y3+4y3)
1 145 2,4 3 14
= —+ - 2 —yt
5oy — 3 +20) +
La seconde identité de la question 2.a permet donc d’obtenir
1 1 2 1
K(y) = —— 4 =1yl — 21y + =l
(y) = =35 +5lwl" = 3lyl" + 11yl
Sachant que
1 3 1
— 15 (L= w1) (14 3lyl) = = 15 (1 = 3lyl + 3ly[* = [y1*) (1 + 3y])

1
—— ~(1—¢l? 3_ 4)
12( 6ly[” + 8ly[” = 3ly[" ),



nous concluons que

K(y) = —15 (1~ 1) (1 + 3ly).

c. Nous constatons que
Vye[-1,1],0< |y <1, e 0<1-—|yl <1,
ce qui conduit aux inégalités
0<(1—1]y))’ <1, et 0<1+43Jy <4,
puis a l'inégalité

1

[K(y)| = 51— ) (1 +3Jy]) < %

d. Etant donnée une fonction g € C*([~1,1],R), rappelons que I'erreur E(g) associée a la
méthode de quadrature élémentaire o est donnée par l'expression

1
E(g) = ;/_IK(y)g(‘”(y) dy.

Nous pouvons donc borner cette erreur par

1

1
20| < 5 [ K6 a V)] ds

d’ou lestimation

B)| < 35 [ 166)] dv

d’aprés la question 2.c.

Exercice 3.

1. Introduisons la fonction
V(t,y,h) € 0,T] x R?, &(t,y,h) = af(t,y) + Bf(t+h,y + hf(t,y)).

La fonction ® est bien définie et continue sur [0,7] x R? & valeurs réelles. De plus, elle
satisfait
VO S n S N - 17 yn+1 = yn + h(p(tn7yn7h)7

lorsque la suite (y,)o<n<n suit le schéma numeérique considéré. Cette méthode numérique
est donc une méthode explicite & un pas.

2.a. Nous vérifions que
V(t,y) € [0,T] xR, ®(t,y,0) = af(t,y) + Bf(t + 0,y +0f(t,y)) = (a+B) f(t,y).
La méthode numérique considérée est donc consistante si et seulement si

a+ =1

b. Pour t € [0,T], (y1,y2) € R? et h € R fixés, nous déduisons du caractére globalement
lipschitzien de la fonction f que

‘q)(t7y27h) — O(1, yl?h)‘ Sa‘f(t?yQ) B f(t’yl)‘
+ B f(t+ hoy2 + hf(ty2)) — F(E+ oy + hf(t,y1))]|

gC(a\yz — 1|+ Blyz + hf(ty2) =y — hf(tyyl)\)-




De méme, nous calculons
lyo + hf(t,y2) —y1 — hf(t,y1)| < |y2 — w| + |RI|f(ty2) — F(ty1)] < (1 + ClA|)|y2 — 1],
d’ou l'inégalité
|®(t,y2,h) — ©(t,y1,h)| < C(a+ (14 C|h|)B) |y2 — w1]-
Sous la condition || < 1, nous obtenons

|<I>(t, Y2, h) — Q’(t,yl,h)‘ < C(C—i— 2) }yg -1

Y

puisque (a, 3) € [0,1]%. La fonction ® est donc globalement lipschitzienne par rapport a
sa seconde variable, ce qui garantit la stabilité de la méthode numérique considérée.

c. D’aprés les questions 2.a et 2.b, la méthode numérique est consistante et stable sous les
conditions o+ 5 =1 et |h| < 1. Par le théoréme de convergence des méthodes numériques
4 un pas, elle est donc convergente sous ces conditions.

3. Sous la condition o + 8 = 1, rappelons d’abord que

2(t,4,0) = (a + 8)/(t.9) = f(t.9) = 1/V(t.0),

et toutes les méthodes numériques considérées sont donc au moindre d’ordre 1.

Lorsque la fonction f est de plus de classe C! sur [0,7] x R, la fonction ® est de classe C!
sur [0, 7] x R, et elle satisfait

On(t,y,h) = B(Ouf (t+ hyy + hf(t,)) + F(1y) Ouf (t+ oy + b (1)) ),

pour tout (¢,y,h) € [0,7] x RZ. Rappelons alors que la fonction fl! est donnée par la
formule

Nous obtenons donc 1
ahq)(t7 Y, 0) = §f[l] (tv y):

pour une fonction f arbitraire, si et seulement si
1
=5

Lorsque a + =0 et 8 # 1/2, les méthodes numériques sont donc d’ordre 1.

De méme, si la fonction f est de classe C2 sur [0,7] x R, la fonction ® est de classe C2 sur
[0, 7] x R?, et elle satisfait

+ f(t,y)? By f(t+ hyy + hf(t,y))),

pour tout (¢,y,h) € [0,T] x R% Rappelons alors que la fonction f2 est donnée par la
formule

FO(t,y) =0uf(t,y) + 2£(t,y) D f(t,y) + F(t,y)? Dy F(t,y)
O S (1Y) By f(t,y) + F(ty) (8, f (1)),

1. Cette condition peut étre remplacée par n’importe quelle condition de la forme |h| < hg, ou ho est
un nombre réel strictement positif fixé.




de sorte que, pour § =1/2,

ahhq)(ta Y, 0) = %(8ttf(t7y) + 2f(t7y) atyf(ta y) + f(tvy)Q 6yyf(tay))> ?é %f[m (t>y)7

pour une fonction f arbitraire. Quand o + 8 = 0 et 8 = 1/2, la méthode numérique
considérée est donc d’ordre 2.



