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Corrigé de ’examen

Questions de cours.

1. Une fonction f € C!(R,R) posséde un point fixe attractif en un point a € R si et
seulement si

flay=a et [f(a)] <L

2. Etant donnée une fonction poids w € C°([—1,1],R%), il existe une unique suite de
polynomes (P,),>0 qui vérifie les propriétés suivantes :

— Vn >0, d°(P,) = n.

— Vn > 0, P, est unitaire.

— Vm #n, (Ppn, P,) =0.
Les polynoémes (P,,)n>0 sont les polynémes orthogonaux relatifs au produit scalaire (-, -).

3. Etant donnée une fonction g € C°([~1,1],R), la méthode de quadrature élémentaire o
associée a des points deux a deux distincts o, ..., {n de [—1, 1] est définie par

N
a(9) =D _ X&),
=0

ol
1

VOSjSN,/\j—/ H(g:if;)dy.

kg
4. La fonction Rectangle peut étre définie de la fagon suivante :
def Rectangle(f, L) :
S =20
for i in range(0, len(L) - 1) :
S =S+ (L[i + 1] - L[i])*{(L[i])

return S

5. La fonction Euler peut étre définie de la facon suivante :

def Euler(f, y0, L) :
Y = [y0]
for i in range(0, len(L) - 1) :
Y.append(Y[- 1] + (L[i + 1] - L[i])*f(Ll[i], Y[- 1]))

return Y

Exercice 1.

1. La fonction sinus est de classe C* sur R. Par les opérations élémentaires sur les fonctions,
la fonction f est elle-aussi de classe C*° sur R, et sa dérivée est égale a

Vz € R, f'(x) = 2+ cos(x).



Sachant que
Ve e R, =1 <cos(z) <1,

nous observons que
f'(x) >1>0,

de sorte que la fonction f est strictement croissante sur R.

En paralléle, nous savons que
Ve e R, —1 <sin(x) <1,

d’ott nous déduisons que
20 —2 < f(z) <2z +2.

Comme

20 —2 — +oo, et 2242 — —o0,
Tr—r+00 r—r—00

nous obtenons

f(x) o +oo, et f(z) T T

Par le théoréme des valeurs intermédiaires, la fonction continue f posséde donc au moins
un zéro o € R, et par stricte croissance de cette fonction, ce zéro est unique.

2. Rappelons que la suite (z,)n>0 est formellement définie par la formule de récurrence

flxn) _  2zmnptsin(zn) =1  zpcos(zn) —sin(z,) + 1

C fl(xn) o 2 + cos(xy,) 2 + cos(zy,)

Vn >0, zpye1 =

Nous avons vérifié & la question 1. que
Vo € R, f'(x) = 2+ cos(x) > 0,

de sorte que la fonction x — x — f(x)/f’(x) est bien définie sur R. Quelle que soit la valeur
initiale z¢ € R, la suite (z,,)n>0 est donc bien définie par récurrence sur n > 0.
3.a. Rappelons que la suite (z,)n>0 est donnée par la formule de récurrence
[ (@)
Comme « est un zéro de la fonction f, nous pouvons écrire cette expression sous la forme
f(xn) B f(a) — f(Oé) — f(l'n) — (a - :En)f/(xn)

f(zn) f'(zn)

Par le théoréme de Taylor-Lagrange, il existe alors un nombre y,, € [«, x,] tel que

Vn >0, Tpy1 = T —

Tptl] — QX =Ty — O —

(a—z,)?

B) f//(yn)7

fla) = f(an) + (@ = 2n) f'(zn) +

et nous aboutissons &

(J:n — oz)2.

f" (yn)
2f"(xn)

Tp41 — Q=

b. Nous savons que
Vo € R, f'(x) = 2+ cos(x) > 1,

et
|f"(z)| = | —sin(z)| < 1,



ce qui assure que

f"(yn) 1
2f(xn) | — 2

Nous déduisons donc de la formule de la question 3.a que

Vn > 0,

2nt1 — ] < 2|an —af
2

c. Considérons la suite (¢,),>0 définie par

Yn>0,t, =

xn—a‘
2

Il résulte de la question 3.b que
Vn >0, tyy1 < 62,
et nous pouvons montrer par récurrence que
Vn >0, t, <t3".
Cette formule est en effet vraie au rang n = 0, et si elle est vraie jusqu’au rang n, alors au
rang n + 1,

ny\ 2 n+1
thp1 <t < (t5) =8,

ce qui conclut la preuve de la récurrence. Nous obtenons donc

Tp — Q ro — «|2"
Vn >0 ‘ < ‘
- 2 - 2 ’
ce qui 8’écrit aussi
Ty — o |2"
[on =l < 2‘ 2 ‘
d. Lorsque |zp — | < 2, nous savons que
Trog— &
=<
ce qui assure que
Tog — a|m
‘ — 0.
2 n——+o0o

Comme la suite (2"),,>0 forme une extraction de la suite (n),>0, nous obtenons

=
2

et il résulte de la question 3.c que

}xn—a‘ — 0.
n—-+o0o

La suite (zp)n>0 est donc convergente de limite a.

Exercice 2.

1.a. Considérons les fonctions polynémes X définies par

Ve € R, Xi(z) = z*,



pour k > 0, et calculons

o(Xo) =2X+p, o(X1)=pé et o(Xo) =2\ + ucl.

1 1 1 9
/ ldz =2, / xdr =0, et / 22de ==,
-1 -1 -1 3

la formule de quadrature o est d’ordre au moins égal & 2 si et seulement si

Sachant que

2+ =2,
pé =0,
2)\—1-/1,52:%.

La deuxiéme équation de ce systéme assure que seulement deux cas peuvent se produire.
Si p =0, alors, A = 1 par la premiére équation auquel cas la derniére équation s’écrit

2=,
3
ce qui est absurde. Sinon, £ = 0, auquel cas A = 1/3 par la troisiéme équation, et p = 4/3

par la premiére. Ce systéme posséde donc une unique solution égale a

1 4
)\ = -, = -, et - O
3 M73 ¢
Ce choix est le seul pour lequel l'ordre de la méthode de quadrature élémentaire o est
au moins égal & 2. Pour tous les autres choix possibles, 'ordre est strictement inférieur.

L’ordre de la méthode de quadrature élémentaire o est donc maximal lorsqu’elle s’écrit

7(9) = 5 (9(~1) +19(0) + 9(1).

pour toute fonction g € C°([—1,1],R).

b. Dans ce cas, nous calculons

Sachant que

1
/ z3dx =0,
-1

nous déduisons de la question 1.a que la méthode de quadrature élémentaire o est exacte
pour tous les polynémes de degré inférieur ou égal a 3.

Nous avons également

1
o(Xy) = Q+Q:§#§:/;ﬁm,

Wl =

de sorte qu'il existe un polynome X* de degré égal a 4 pour lequel cette méthode n’est pas
exacte. En définitive, cette méthode est donc d’ordre égal a 3.

2.a. Pour y € [—1, 1], posons
3
Vo e [-1,1], gy(x) = (m — y)Jr.

4



Par définition, le noyau de Peano K de la méthode de quadrature élémentaire o est égal a

1
Yy e [-1,1], K(y) = /1gy(:c) dz — o(gy).

Sachant que

/1 gy(x)dx:/yl (xfy)gdx: [(33—41/)4}1 _ (1_43/)47

-1

et que
(9(=1) +49,0) + (1)) = 5 (4-9)% + (1~ 9)°).

W=

9 (gy) =
nous obtenons
(1 - 9)4 4 3 1

K(y) = —39i-30-9"

Nous vérifions alors que

y=y+—y-, et |y =yp+y-,
de sorte que
1
(~y)+=y-= 5(@\ - y).

Nous déduisons de cette formule que

_ 1 1 2 2 3 4 2 3 3
(y) = TR LA U ARy 3\y|
S T P B Syt = ——(1 1— .
5+t = 3l + 1l 12( +3Jyl) (1 —[y])

b. Etant donnée une fonction g € C%([~1, 1], R), considérons l'erreur

1
E(g)Z/_ g(y)dy —o(g),

1

associée a la méthode de quadrature élémentaire o. Lorsque la fonction g est de classe C*
sur le segment [—1, 1], cette erreur s’exprime en fonction du noyau de Peano K sous la
forme

E(g) = é /_ K (y) 9 (y) dy.

D’aprés la question 2.a, elle vaut donc

1 1

E(g) = o) .

(1+3Jy)) (1= ly))* ¢ (y) dy.

Exercice 3.

1. Introduisons la fonction
V(t,y,h) € 0,T) x R?, ®(t,y,h) = f(t+ h,y + hf(t,y)).

La fonction ® est bien définie et continue sur [0,7] x R?, & valeurs réelles. De plus, elle
satisfait
YO<n<N-1,ypt1 = Yn + h®(tn, yn, h),



lorsque la suite (yy)o<n<n suit le schéma numérique considérée. Cette méthode numérique
est donc une méthode explicite & un pas.

2.a. Nous vérifions que

V(t,y) € [O7T] xR, q)(t7y70) = f(t+07y+ Of(tvy)) = f(t,y),

ce qui assure la consistance de la méthode numeérique.

b. Pour ¢t € [0,T], (y1,y2) € R? et h € R fixés, nous déduisons du caractére globalement
lipschitzien de la fonction f que

‘@(t’ y27h) - (I)(tvylah)‘ S‘f(t + h,y2 + hf(tva)) - f(t+ hyy1 + hf<t7y1))‘
<Cly2 + hf(t,y2) —y1 — hf(t,y1)]-

De méme, nous calculons

lyo + hf(t,y2) —y1i — hf(t,y1)| < |yo — va| + B[ F(ty2) — F(tyn)| < (1 + ClA])Jy2 —

d’ou l'inégalité

|®(t,y2,h) — ®(t,y1, h)| < C(1+ Clh|)|y2 — 11]-
Sous la condition || < 1,1 la fonction ® est donc globalement lipschitzienne par rapport
a sa seconde variable, ce qui garantit la stabilité de la méthode numérique.

c. D’aprés les questions 2.a et 2.b, la méthode numérique est consistante et stable sous la
condition |h| < 1. Par le théoréme de convergence des méthodes numériques a un pas, elle
est donc convergente sous cette condition.

3. Lorsque la fonction f est de classe C' sur [0, 7] x R, la fonction ® définie & la question
1. est de classe C! sur [0, 7] x R2. De plus, elle satisfait

W@ (t,y,h) = O f (t+ h,y +hf(t,y) + f(t,y) Oy f (t+ hy + hf(ty)),

pour tout (¢,y,h) € [0,T] x R%. Rappelons alors que les fonctions fl% et f[! sont données
par les formules

Ot y) = flty), et Ut y) = af(t,y) + ft.y) Dy f(t,y).
Nous obtenons donc )
O(t,y,0) = f(t,y) = Ifm (t,y),

et
ah(I)(tu Y, 0) = 6tf(t7 y) + f(ta y) ayf(t7 y) 7& %f[l] <t7 y)u

pour une fonction f arbitraire. En général, la méthode numérique est donc d’ordre 1.

1. Cette condition peut étre remplacée par n’importe quelle condition de la forme |h| < ho, ou hg est
un nombre réel strictement positif fixé.



