
L3 de Mathématiques
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Chaque réponse doit être justifiée

Exercice 1 (4 points).

a) (1,5 pts) Donner la définition de la décomposition de Dunford pour une matrice A ∈Mn(C).
On considère

A =

1 0 0
2 1 0
0 2 1

 ∈M3(C).

b) (1 pt) Déterminer la décomposition de Dunford de A. (Vous devez justifier que la décomposition
que vous proposez est bien une décomposition de Dunford.)

c) (1,5 pts) Calculer exp(A).

Exercice 2 (3,5 points). On considère la matrice

A =


1 1 0 0 0
1 1 0 0 0
0 0 2 1 0
0 0 0 2 1
0 0 0 0 2

 ∈M5(C).

a) (2 pts) Déterminer le polynôme minimal de A.

b) (1,5 pts) Calculer (A2 − 2A)2027.

Exercice 3 (4 points). On considère la matrice

A =


0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1
1 0 0 0

 .

a) (1 pt) Calculer A4.

b) (1,5 pts) En déduire que A est diagonalisable.

c) (1,5 pts) Démontrer que A a 4 valeurs propres différentes et donner ses valeurs propres.

Tournez la page, s’il vous plâıt



Exercice 4 (3 points). Soit A une matrice carrée complexe telle que

χA(x) = −(x− 5)3(x− 8)4 et µA(x) = (x− 5)2(x− 8)2.

a) (1,5 pts) Déterminer les formes de Jordan possibles de A.

b) (1,5 pts) On ajoute l’information rg(A− 8I) = 5. Déterminer alors la forme de Jordan de A.

Exercice 5 (3 points). Soit f ∈ L(E) un endomorphisme d’un espace hermitien (E, 〈·, ·〉) tel que
f∗ = if .

a) (1,5 pts) Démontrer que toute valeur propre λ de f vérifie λ = iλ.

b) (1,5 pts) Soient λ, µ deux valeurs propres différentes de f . Démontrer que tout vecteur de Eλ est
orthogonal à tout vecteur de Eµ.

Exercice 6 (4,5 points). On considère l’espace vectoriel E = C2. Soit ϕ : E × E → C une forme
sesquilinéaire telle que la matrice de Gram de ϕ dans la base ((1, 2), (1, 0)) est

G =

(
2 i
−i −1

)
.

a) (1,5 pts) La forme ϕ est-elle hermitienne ?

b) (1,5 pts) La forme ϕ est-elle définie positive ?

c) (1,5 pts) Écrire une formule explicite pour ϕ((x1, x2), (y1, y2)).


