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Chaque réponse doit étre justifiée
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a) (2 pt) Trouver une matrice inversible P et une matrice triangulaire supérieure 7' telles que A =
PTP™,
b) (1 pt) Déterminer le polynéme minimal de A.

Exercice 1 (6 points). Soit A = (3 _1).

c) (1,5 pt) Trouver une décomposition de Dunford de A.
d) (1,5 pt) Calculer exp(A).

Solution.

a) On a

3—x —1

L1, =B-2)1—2)+1=2?—do+4=(x—2)>

xa(z) = det(A —zl) = ‘

Le vecteur v; = 1 11

a1 0\ (3 —1\ /(1 0\ _ (2 -1
douT—PAP—<_11 S Gl N P b

b) Par le théoréme de Cayley-Hamilton, on a pa(z) = (z —2) ou (z — 2)%. Vu que (z — 2) n’annule

pas la matrice, on a pa(z) = (z — 2)2.

1) est clairement propre. On prend vy = (?) On peut donc prendre P = (1 0>7

¢) Vu que 2 est la seule valeur propre, on a forcément S = ((2) g) Done N=A4-5= <1 :1)

Donc la décomposition de Dunford est
2 0 1 -1
=(2)+0 3)

exp(4) = exp(S + N) = exp(Sexp(N) = 11+ 8) = (T ).

Exercice 2 (5,5 points). Soit f un endomorphisme de C* de matrice A dans la base canonique :

A=

O O W
- o O

1
3
0

x)

a) (1 pt) Calculer le polynome caractéristique y4(x) de A.
)

) (
b) (1 pt) Donner une base de chaque espace propre.
c) (1 pt) La matrice A est-elle diagonalisable ?
d) (
(

e) (1 pt) Donner la décomposition de Dunford de A.

1,5 pt) Donner une base de chaque espace propre généralisé.



Solution.
a) On a

xa(z) = det(zI — A) = (x — 3)%(z — 4).
b) Pour A =3, 0on a

010 2o — 0
A-3I=|0 0 0], donclesysteme est 2
00 1 73 =0
1
Donc | 0] est une base de Fj3.
0
Pour A =4, on a
-1 1 0
_ -0
A—4I=| 0 -1 0], donclesysteme est T1+ T2 S =a9 = 0.
0 0 0 —r2 =0
0
Donc | 0| est une base de Ejy.
1
¢) On a dim E3 = 1 alors que la multiplicité algébrique de 3 est 2, donc A n’est pas diagonalisable.
0
d)Pour \=4, E*=E;=Vect | [0
1
010 0 0O
Pour A = 3, on calcule (A — 31)? 0 0O 0 0 0]. Cela donne le systeme x3 = 0, d’ou
0 01 0 01

1 0
0], 1] estune base de E3.
0

[an}

e) La matrice est déja sous forme de Jordan. On voit donc la décomposition de Dunford directement :

0 0 010
A= 3 01+(0 0 O
0 4 0 00

O O W

Exercice 3 (3 points). Soit A € M4(C) une matrice dont le polynéme caractéristique est ya(x) =
(r —2)%(z +1)%

a) (1 pt) Donner toutes les possibilités pour le polynéme minimal de A.

b) (2 pt) Pour chaque polynéme minimal proposé a la question précédente, donner un exemple explicite
d’une matrice ayant ce polynéme minimal (et dont le polynome caractéristique est bien (z—2)%(z+1)?).
On vous demande une justification détaillée pour au moins une matrice non diagonalisable. Pour les
autres matrices, vous pouvez donner la matrice sans justification.

Solution.
a) Le polynome pi4(x) divise xa(x) et a les mémes racines. Il y a donc 4 possibilités :
(=2)(z+1), (2-2%@+1), (z-2)(z+1)?% (@-27>@@+1)>%

b) Rappelons que pour une matrice de Jordan, le polynéme minimal est de la forme [[(z — \;)P?,
ol p; est la taille maximale des blocs de Jordan associés a la valeur propre \;.

Ainsi, pour les matrices suivantes (déja sous forme de Jordan), on voit directement le polynéme
minimal :

o u(zx)=(xr—2)(z+1) pour

20 0 0
02 0 0
Al_OO—lO
00 0 -1



e u(z) = (x —2)%(x + 1) pour

21 0 0
02 0 0
2=100 -1 o0
00 0 -1
o u(z) = (x —2)(z +1)? pour
2 0 0 0
02 0 0
=100 -1 1
00 0 -1
o u(z) = (z —2)%(z + 1) pour
21 0 0
02 0 0
A=lg 0 -1 1
00 0 -1

Exercice 4 (4 points). Soit ¢ : C? x C2 — C la forme sesquilinéaire définie par
(w1, 22), (Y1,Y2)) = 2T1y1 + iT1Yy2 — iT2y1 — 3Tayo.

On note (e, e2) la base canonique de C2, et B = (e + €2, €32).

a) (1,5 pt) Donner la matrice de ¢ dans la base B.

b) (1 pt) En déduire que ¢ est une forme hermitienne.

c) (1,5 pt) Déterminer si ¢ est un produit scalaire hermitien.

Solution.
a)Onae;+e=(1,1),e2=(0,1). On a :

go(el +e9,e1 + 62) = gO((l, 1), (1, 1)) = -1,
pler + ez, e2) = p((1,1),(0,1)) =i — 3,
30(627 er + 62) = 90((0’ 1)’ (17 1)) =—1—3,
90(627 62) = 90((07 1)7 (07 1)) = -3

On obtient donc la matrice suivante :

-1 -3
G‘(-i—s —3)'

b) La matrice G de la question précédente est bien hermitienne (G = ‘G). Donc ¢ est une forme
hermitienne.

¢)On a:

((0,1),(0,1)) = =3 < 0.

Donc ¢ n’est pas un produit scalaire.
Exercice 5 (3,5 points). Soit f € L(F) un endomorphisme d’un espace hermitien (E, (-, -)).
a) (2 pt) Rappeler la définition de 'application adjointe f*: E — E.
b) (1,5 pt) Montrer que chaque vecteur de Ker(f*) est orthogonal & chaque vecteur de Im(f).

Solution.
a) Par définition, 'adjoint f*: F — FE de f est 'unique application linéaire telle que

Vo,y € B, (f(x),y) = (z, [ (y))-
b) Soit v € Ker(f*), u € Im(f). Alors il existe w € E tel que u = f(w). On a :
(u,0) = (f(w),v) = (w, f*(v)) = (w,0) = 0.

Donc v est orthogonal a w.



