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Examen de mathématiques : Probabilités & Statistiques

L’utilisation ou la consultation de téléphone est formellement interdite, les téléphones et tout objet connecté (en parti-
culier les montres) doivent étre éteints et rangés dans un sac sur le bord de ’amphi. Les documents sont interdits, une feuille
A4 manuscrite est toutefois autorisée, ainsi qu’une calculatrice (modéle autorisé aux concours de l’enseignement scolaire)
mise en mode examen en début d’épreuve.

Baréme indicatif : 6+10+4

Exercice 1 (Cours): Soit des variables aléatoires X, Y, X;, Y; possédant une variance, les X; ont la méme loi, on note
m =E(X;) et 02 = Var (X;).

1. Rappeler la définition de la variance d’une variable aléatoire Var (X)) ainsi que de la covariance Cov (X,Y).

2. Montrer, en utilisant les propriétés de I'espérance, que pour toute constante réelle a, Var (aX) = a?Var (X).
3. Montrer que dans le cas ot les (X;) sont indépendantes, Var (X) = %2, ou X =15 X
4

. Vérifier dans le cas général que Cov (X;Y) = Gov (Y, X), que Cov (X; Y7 + Y2) = Cov (X; Y1) + Cov (X;Y2) et que
Cov (X;Y) =Cov (X —E(X),Y —E(Y)).

On suppose que les (X;) ne sont pas indépendantes, et que pour tout i # j, Cov (X;; X;) = . Déterminer Var (X).

ot

6. On suppose que les (X;) sont indépendantes, que les (Y;) sont indépendantes et que lorsque i # j X; et Y; sont
indépendantes, enfin que pour tout entier i, Cov (X;;Y;) = +. Pour simplifier les calculs on suppose les X; et les Y}
centrées, montrer que Z = - (XY — X. Y) est un estimateur sans biais de 7.

Exercice 2 (Lois absolument continues.): Soit a, A deux réels strictement positifs, fy la fonction définie par

() =at?e M sit>0et fi(t) =0sit <0.On suppose que X est une variable aléatoire dont la densité est fy. Soit (X;)

une suite de variables aléatoires indépendantes de méme loi que X, on note X = — (Z X k), on pourra admettre que
n

n!

. 24
)\7l+1 ’

o0
pour tout entier n, I,, = / the M dt = ainsi Iy = $3.

0
Déterminer a en fonction de A. Déterminer le maximum de f).

Calculer E(X) en fonction de A.

Calculer Var(X) en fonction de A.

Déterminer E(X) et Var(X).

Déterminer I'estimateur du maximum de vraisemblance du paramétre A, on rappelle que pour des variables
aléatoires de densité fy la vraisemblance d’une réalisation x, xs, ..., z,, est donnée par

V(A) = fa(@) fa(@2) ... ().

6. Donner une estimation ponctuelle de A pour le jeu de données : 2;3;3;4;6;9.

AR .

7. Soit x1, x2, ..., T390 les données d’un échantillon modélisé par des variables aléatoires qui suivent une loi de densité
fx, dont on ne connait pas A, sachant que 300 2300 = 0,50, déterminer une approximation d’un intervalle de
confiance & 95 % pour .

Exercice 3 (Statistiques): On cherche a étudier la résistance a la compression d’'un béton armé, renforcé avec deux

hélices de bandes de tissu de verre, collées ensembles par une résine époxy sur la structure métallique. On compare 3 types
d’éprouvettes cylindriques :

1) CBO : béton armé sans renforcement,

2) CCV 33 : béton armé renforcé par des bandes de tissu de verre de longueur 110 cm

3) CCV 43 : béton armé renforcé par des bandes de tissu de verre de longueur 150 cm

On obtient les résistances a la compression suivant le type de renforcement pour 3 éprouvettes de chaque type
Renforcement Moyenne Variance des échantillons
CBO r11 = 25.70 12 = 20.16 Tr13 = 17.96 T = 21.27 1 = %Zk (xlk —3771)2 = 10.604
CCV33 o1 = 25.70 To22 = 22.92 T23 — 20.16 To = 22.93 = %Zz (.’Egk — @)2 =5.115
CcCv43 x31 = 24.50 | 232 = 23.18 | x33 = 23.45 || T3 = 23.71 = ?1) Zi (@3 —73)? = 0.324

De plus T = %Zi,j T;j = 22,64 et 5% = %Zi,j(zij —7)% = 6,40

Apreés avoir rappelé les hypothéses d'une ANOVA (analyse de la variance) : peut-on affirmer au vu de ces expériences que
I’ajout de bandes de tissu de verre modifie la résistance a la compression des bétons.



Valeur pour une loi de Fisher

Le tableau donne la valeur « telle que P(X < «) = 95%, ot X est une variable aléatoire qui suit une loi de Fisher de
Xa

paramétres d; et do, c’est & dire que X = )dle ot X1 ~ x%(d1); X2 ~ x%(da); et X7 et X5 sont indépendantes.
do
dy
d 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
1] 161,45 199,50 215,71 224,58 230,16 233,99 236,77 238,88 240,54 241,88 242,98 243,91
2 18,51 19,00 19,16 19,25 19,30 19,33 19,35 19,37 19,38 19,40 19,40 19,41
3 10,13 955 928 912 901 894 88 885 881 879 876 874
A1 771 694 659 639 626 616 609 604 600 596 594 591
50 661 579 541 519 505 495 488 482 477 474 470 4,68
6| 599 514 476 453 439 428 421 415 410 4,06 4,03 4,00
71 559 474 435 412 397 387 379 373 368 364 3,60 3,57
8| 532 446 407 384 369 358 350 344 339 335 331 328
9| 512 42 38 363 348 337 329 323 318 314 310 3,07
10| 49 410 371 348 333 322 314 307 302 298 204 291
11 4,84 3,98 3,59 3,36 3,20 3,09 3,01 2,95 2,90 2,85 2,82 2,79
12 4,75 3,89 3,49 3,26 3,11 3,00 291 2,85 2,80 2,75 2,72 2,69
13| 467 38 341 318 303 292 283 277 271 267 263 2,60
14| 460 374 334 311 296 28 276 270 265 260 257 253
15| 454 3,68 329 306 290 279 271 264 259 254 251 248
16 | 449 3,63 324 301 28 274 266 259 254 249 246 2,42
17 | 445 359 320 296 28 270 261 255 249 245 241 2,38
18| 441 355 316 293 277 266 258 251 246 241 237 2,34
19| 438 352 3,13 290 274 263 254 248 242 238 234 231
20| 435 349 310 287 271 260 251 245 239 235 231 2928
21 | 432 347 307 284 268 257 249 242 237 232 228 225
22 | 430 344 305 282 266 255 246 240 234 230 226 223
23 | 428 342 303 280 264 253 244 237 232 227 224 220
24 | 426 340 301 278 262 251 242 236 230 225 222 218
25 | 424 339 299 276 260 249 240 234 228 224 220 2,16
2 | 423 337 298 274 259 247 239 232 227 222 218 215
27 | 421 335 296 273 257 246 237 231 225 220 217 2,13
28 | 420 334 295 271 256 245 236 229 224 219 215 212
29 | 418 333 293 270 255 243 235 228 222 218 214 2,10
30 | 417 332 292 269 253 242 233 227 221 216 213 2,09
31| 416 330 291 268 252 241 232 225 220 215 211 2,08
32| 415 329 290 267 251 240 231 224 219 214 210 2,07
33| 414 328 289 266 250 239 230 223 218 213 209 2,06
34| 413 328 28 265 249 238 229 223 217 212 208 205
35 | 412 327 287 264 249 237 229 222 216 211 207 2,04
36 | 411 326 287 263 248 236 228 221 215 211 207 2,03
37 | 411 325 286 263 247 236 227 220 214 210 2,06 2,02
38 | 410 324 285 262 246 235 226 2,19 214 209 205 2,02
39| 409 324 285 261 246 234 226 2,19 213 208 204 201
40 | 4,08 323 284 261 245 234 225 218 212 208 204 2,00
41| 408 323 283 260 244 233 224 217 212 207 203 2,00
42 | 407 322 283 259 244 232 224 217 211 206 2,03 1,99
43 | 407 321 282 259 243 232 223 216 211 206 2,02 1,99
44| 406 321 282 258 243 231 223 216 210 205 201 1,8
45 | 4,06 320 281 258 242 231 222 215 210 205 201 197
46 | 405 320 281 257 242 230 222 215 209 204 200 1,97
47| 405 320 280 257 241 230 221 214 209 204 200 1,96
) “ 1005 | 09 | 0950975 | 0,99
Lois
Le tableau ci-contre donne la valeur de ¢ ol MO 1) 164 1,28 | 164 1,96 | 2,33
la fonction de répartition est égal & . Par S@) 213 | 1,58 | 3,18 | 2,77 | 3,75
exemple si X suit une loi de Student & 10 S(9) 183 1 1,38 | 183 | 2,26 | 2,82
degrés de libertés P(X < 2,76) = 0,99, S(10) | -181 | 1,37 | 181 | 223 | 2,76
= ’ S(11) | -1,80 | 1,36 | 1,80 | 2,20 | 2,72
2(10) | 3,94 | 16,0 | 18,3 | 20,5 | 23.2
Z(A1) | 457 | 13,3 | 19,7 | 21,9 | 24,7




