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Exercice 1 : On note P(X)=-X3+1et Q(X)=X?+ X.

a.

b.

C.

Calculer le polynéme P o Q(X). Quel est son degré?

Montrer que 1 est une racine de P.
En déduire une factorisation de P comme un polynéme de R[X].

Montrer que P et (Q sont premier entre eux.

Solution :

a.

Utilisant la formule (a + ) = a® + 3a®b + 3ab® + b3 on obtient

PoQ(X)=PQX))= —(X*+X)*+1
= —((X?P+3x(X?)PPx X +3xX2x X +X3)+1
— X6 _3X% _3X*— X341

Donc le degré de P o () est 6.

Si P(1) = 0 alors 1 est une racine de P. On calcule : P(1) = —(1)*4+1 = -1+ 1 = 0. Donc
1 est une racine de P. Cela implique que le polynéme X — 1 divise P. D’aprés une division
euclidienne de P par X —1ona|P(X)=(X - 1)(-X?-X —-1)|

. Le polynéme —X? — X — 1 est un polynome de degré 2. 1l est irréductible car son discriminant

est (—1)2 —4 x (—1) x (—1) = —3 est négatif. . On peut alors dire que la factorisation

P(X)= (X —-1)(—X? - X — 1) est une décomposition de P comme produit des polynoémes
irréductibles de R[.X].

De méme |Q(X) = X(X + 1)| est une décomposition de ) comme produit des polynomes
irréductibles.
Donc ‘P et () n’ayant aucun facteur irréductible en commun sont premiers entre eux |.

Exercice 2 :

a.

Soient a,b,c des entiers non nuls tels que a Ab=1 et a A c=1. Montrer que a A bc = 1.
D’aprés le théoréme de Bézout

1) il existe (u1,v1) € Z* tel que auy + bvy = 1.
2) et il existe (ug,ve) € Z* tel que auy + cvy = 1.

Donc

(auy + bvy) X (aug +cvy) =1x1

on obtient alors  a(aujus + cuyvy + bvyug) + be(vive) =1

Utilisant le théoréme de Bézout encore une fois on peut conclure que a et bc sont premiers
entre eux.



b. (Ordre d’un entier modulo @) Soient a,b > 2 deux entiers. Montrer 1’équivalence suivante :

3k >0 tel que b* =1 (mod @) <= aAb=1 (1)

indication : pour < penser a ’ordre de b dans un groupe bien choisi.

= Supposons qu’il existe k > 0 tel que b* = 1 modulo a. Autrement dit a divise b¥ — 1.

C’est-a-dire il existe un entier [ € Z tel que b* — 1 = al ou ‘ bxbi~! —axl=1| Daprés
le théoréme de Bézout on peut conclure que a et b sont premiers entre eux.

< On considére le groupe multiplicatif
(Z)aZ) ={m € Z/aZ | mNa=1}.

Puisque (Z/aZ)* est de cardinal fini, tout élément de ce groupe est d’ordre fini.
Puisque a Ab =1, on a b € (Z/aZ)* Notons k l'ordre de b. En particulier

bk = (b)* =1 dans (Z/aZ)*

Autrement dit b* = 1 modulo a.

c. On veut montrer que si un entier n est premier avec 10, alors il existe un multiple de n qui
s s
s’écrit 11---1.

i. Montrer que 9n est premier avec 10. En déduire qu’il existe un entier positif k tel que
10 =1 (mod 9n).

Nous avons 10 A9 =1 et 10 An = 1. On déduit de question a. que 10 A 9n = 1.
Utilisant question b., voir équation (1), on sait qu'il existe un entier naturel k tel que

10¥ = 1 modulo 9n.
ii. Montrer que 9 divise 10* — 1. Quel est la valeur du quotient ?

On peut remarquer que

10F—1=99---9=9x11---1 (2)
k fois k fois

Donc |le quotient de 10* — 1 divisé par 9 est 11---1.
k foi

iii. Conclure.

Nous savons que 10¥ = 1 modulo 9n. Autrement dit il existe [ € Z tel que 10¥ — 1 = 9nl.
Or utilisant I’équation (2) on obtient

10F —1=9nl < 9x11---1=9nl
—

k fois
— 1l---1=mnl
—_—
k fois
Autrement un multiple de n s’écrit 11--- 1.
Exercice 3 : Soit le groupe G = (Z/30Z,+).
a. Quel est ’ordre de I’élément 9?7
Nous savons que 9 =1+ 14 ---+1 et que o(1) = 10.
—_—
9 fois
s o(g 5 o(1) 30
Or pour tout élément g d’un groupe o(¢*) = —2—. Donc |0(9) = — = = 10|
P g d'un groupe o(g) =~ " O) =S As = 30n0




b. Déterminer les éléments k € G tels que G = (k).
G = (k) si et seulement si o(k) = 30. Or, puisque k =1 +1+---+1, on a
—_—
k fois

- o) 30
O(k)_o(i)/\k_%Ak:

Donc nous cherchons les entiers naturel & € [1,30] tels que k£ A 30 = 1. Ils sont
{1,7,11,13,17,19, 23,29}.

c. Déterminer le plus petit sous-groupe H de G qui contient 6 et 8.

Nous voulons montrer que H = (2).

C : Puisque 6 = 2 + 2 + 2 alors alors 6 € (2). De méme puisque 8 8 =2 + 2 + 2 + 2, alors
6 € (2). Donc H C (2).

O : Puisque 2 = 8 — 6, tout élément de 2 est un élément de H car H est un sous-groupe.
Exercice 4 : Soit 0:{1,2,...,11,12} — {1,2,...,11,12} la permutation :

c=(1 2573 112 5 6)(2 6 11 10 9 8)(11 12)(5 7 2 12 3)

a. Donnez I'image par ¢ de chacun des entiers de 1 a 12.

Notons
a=(1257,8=(311256),r=(26 11 10 9 8)
v=(1112),6=( 7 2 12 3)

o(1) =a( B(7(~v( (1)) =a( B(7(¥(1))) =al B(7(1))) = a( (1)) = a(12) = 12
0(2) = a( B(7(1(6(2)))) = a( B(7(¥(12)))) = a( B( 7(11))) = a( 5(10)) = a(10) = 10
o(3) =a( B(7(1(4(3))))) = al B(7((5)))) = a B( 7(5))) = a( 5(5)) = «(6) = 6.
o(4) = a( B(T(v(6(4))) =a( S(7(¥(4))) = al( B(7(4)) = a( (4)) = a(4) = 4.
o(5) =a( B(7(~7(4(5)))) = a( B(T( (7)) = al B(7(7))) = a( B(7)) = a(7) = 1.
o(6) = a( B(7(~1(4(6))))) = a( B(7((6)))) = a( B( 7(6))) = a( S(11)) = a(11) = 11.
o(7) = a( B(7(1(4(7))))) = a( B(7(¥(2))) = al B(7(2))) = a( B(6)) = «(3) = 3.
o(8) = a( B(7((4(8))))) = al B(7((8)))) = a B( 7(8))) = a( 5(2)) = (2) = 5.
o(9) = a( B(7(7(6(9))))) = al B(7((9)))) = a( B( 7(9))) = a( 5(8)) = «(8) = 8.
0(10) = a( B(T(7(6(10))))) = a( B( T(~1(10)))) = a( A( 7(10))) = a( (9)) = a(9) = 9.
o(11) = a( B(T(y(6(11))))) = a( B(T(~(11)))) = a( B( 7(12))) = a( f(12)) = a(5) = 7.

0(12) = a( B(7(7(6(12))))) = a( B(T((3)))) = a( B(7(3))) = a( B(3)) = a(l) = 2.

b. Déterminer les orbites de ¢. En déduire la décomposition de ¢ comme produit des cycles
disjoints.
15125251059 -"58-"55-"1
Donc 01 = 012 = 02 = 010 = Og = 08 = 05 = {1, 2,5,8,9, 10, 12}
o(4) = 4. Donc O, = {4}.
375611723
Donc 03 = 06 = 011 = 07 = {3,6, 7, 11}
La décomposition de o en cycles disjoints est :
:(112210985)(36117) (3)

c. Donner 'ordre de o.
Puisque la décomposition de o dans I’équation (3) est en cycle disjoint, on sait que o(c) est le
ppcm des longueurs des cycles dans la décomposition. Dans ce cas on obtient que

o(c) =TV4=26|




d. Déterminer un élément de (o) d’ordre n pour n = 2,4,5,6 ou expliquer pourquoi il n’y en a pas.
Nous utilisons la formule
o) 28
o) Nk 28Nk’

VkeN o(c*) =

Donc o(c't) =2 et o(c7) = 4.

On a Card({(c)) = o(0) = 28. Or 'ordre de tout ¢lément de (o) doit diviser le cardinal de ce
groupe (c’est-a-dire 28). Puisque 5 ne divise pas 28, le groupe (o) n’admet aucun élément
d’ordre 5.

De méme maniére il n’existe aucun élément de (o) d’ordre 6.

e. A quel groupe est isomorphe (¢7) ? et le groupe (%) ? Dans chaque cas donner un isomorphisme.

(o) est un groupe cyclique de cardinal o(c7). Or o(c7) = 4, donc (07) est isomorphe a

(Z/AZ,+) ot Iisomorphisme est donné par | (¢7)* s k| ot k désigne la classe de congruence
de k dans Z/4Z.

De méme (¢®) est un groupe cyclique de cardinal o(c®). Or o(c®) = 7, donc (o®) est

isomorphe & (Z/7Z,+) ou l'isomorphisme est donné par | (o)™ + mm | out m désigne la classe

de congruence de m dans Z/7Z.

Exercice 5 : (Bonus)

a. Justifier que ’équation 18u + 23v = 1 admet des solutions et donner une solution particuliére.

18 et 23 sont premiers entre eux. D’aprés le théoréme de Bézout on sait que I’équation
diophantienne 18u + 23v = 1 admet des solutions. Une solution particuliére est
18 x9—-23x7=1.

b. Déterminer toutes les solutions entiéres de 18z = b [mod 23] ou b € Z.

Puisque 18 x 9 — 23 x 7=1,0n a 9 x 18 = 1 [mod 23|. Donc

9x 18 =9 x b [mod 23] = =9 x b [mod 23]



