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Examen

La durée de cet examen est de deux heures. L'usage des calculatrices ainsi que de tout autre

appareil électronique est interdit. L'exercice et le problème sont indépendants.

Questions de cours.

1. Donner la dé�nition de la relation de comparaison un = o
n→+∞

(vn).

2. Donner la dé�nition de la convergence absolue d'une série de terme général wn.

3. Donner la dé�nition de la convergence normale de la série de fonctions de terme général fn(x)
sur un intervalle I.

4. Soit
∑
n≥0

anx
n, une série entière de rayon de convergence R. Donner la dé�nition de la série

dérivée de cette série entière, et la valeur du rayon de convergence de cette série dérivée.

5. Écrire la formule de Parseval pour les coe�cients de Fourier réels (an(f))n∈N et (bn(f))n∈N∗

d'une fonction f dé�nie, 2π-périodique et continue sur R.

Exercice.

Soit

∀n ∈ N, ∀x ∈]0,+∞[, fn(x) =
1

(n+ x)2
.

1.a. Montrer que

∀n ≥ 1, sup
x∈]0,+∞[

|fn(x)| =
1

n2
.

b. La série de fonctions de terme général fn(x) est-elle normalement convergente sur ]0,+∞[ ?

2. Soit

∀x ∈]0,+∞[, S(x) =

+∞∑
n=0

1

(n+ x)2
.

a. Montrer que la fonction S est bien dé�nie et continue sur ]0,+∞[.

b. Montrer que la fonction S est de classe C1 sur ]0,+∞[, et que sa dérivée vaut

∀x ∈]0,+∞[, S′(x) = −2
+∞∑
n=0

1

(n+ x)3
.

c. La fonction S est-elle décroissante sur ]0,+∞[ ?

3.a. Montrer que

∀x ∈]0,+∞[, S(x+ 1)− S(x) = − 1

x2
.

b. En déduire que
S(x) →

x→0
+∞.

4.a. Véri�er que

∀N ≥ 1, S(N) =

+∞∑
p=N

1

p2
.



b. Conclure que
S(x) →

x→+∞
0.

Problème.

Soit a0 = a1 = a2 = 1, et

∀n ≥ 2, an+1 = an − an−2

2(n+ 1)
.

Notons R, le rayon de convergence de la série entière
∑
n≥0

anx
n, et S, sa somme qui est dé�nie par

∀x ∈]−R,R[, S(x) =

+∞∑
n=0

anx
n.

1.a. Véri�er que
0× a0 ≤ 1× a1 ≤ 2× a2 ≤ 3× a3 ≤ 4× a4.

b. Véri�er que

∀n ∈ N, (n+ 1)an+1 − nan =
1

n

(
nan − (n− 2)an−2 +

n− 4

2
an−2

)
.

c. Établir par récurrence sur l'entier n que

∀n ∈ N, (n+ 1)an+1 ≥ nan.

d. Quel est le signe des nombres an ?

2.a. Montrer que la suite (an)n∈N est décroissante.

b. Supposons que la suite (an)n∈N est convergente de limite ℓ > 0. Montrer que

an+1 − an ∼
n→+∞

− ℓ

2(n+ 1)
.

c. Quelle est alors la nature de la série de terme général an+1 − an ?

d. La suite (an)n∈N est-elle alors convergente ?

e. Conclure que
an →

n→+∞
0.

f. En déduire que
R ≥ 1.

3.a. Véri�er que

∀n ≥ 1, an ≥ 1

n
.

b. La série de terme général an est-elle convergente ?

c. Quelle est la valeur du rayon R ?

4.a. La somme S est-elle de classe C1 sur ]−R,R[ ?

b. Montrer que
∀x ∈]−R,R[, 2(x− 1)S′(x) = (x2 − 2)S(x).

c. En déduire que

∀x ∈]−R,R[,
(√

1− x e−
(

x2

4
+x

2

)
S(x)

)′
= 0.

d. Conclure que

∀x ∈]−R,R[, S(x) =
e

x2

4
+x

2

√
1− x

.


