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Examen

La durée de cet examen est de deux heures. L’usage des calculatrices ainsi que de tout autre
appareil électronique est interdit. L’exercice et le probléeme sont indépendants.

Questions de cours.

1. Donner la définition de la relation de comparaison u, = o (vy).
n—+o0o

2. Donner la définition de la convergence absolue d’une série de terme général wy,.

3. Donner la définition de la convergence normale de la série de fonctions de terme général f,(z)
sur un intervalle I.

4. Soit Y anx™, une série entiére de rayon de convergence R. Donner la définition de la série
n>0
dérivée de cette série entiére, et la valeur du rayon de convergence de cette série dérivée.

5. Ecrire la formule de Parseval pour les coefficients de Fourier réels (an(f))nen et (bn(f))nen-
d’une fonction f définie, 27-périodique et continue sur R.

Exercice.
Soit

Vn € N, Vz €]0, +oo[, fu(z) = m

1.a. Montrer que

1
Vn>1, sup |[fo(z)=—.
2€]0,+00[ n

b. La série de fonctions de terme général f,(x) est-elle normalement convergente sur |0, +o0[?
2. Soit

0, +ocl, 8 = > —
vz €]0, 400, S(x) = —_—.
— (n+ax)?

a. Montrer que la fonction S est bien définie et continue sur ]0, 4o0].

b. Montrer que la fonction S est de classe C! sur |0, +00[, et que sa dérivée vaut
—+o00 1
Yz €]0 S'(x) = -2 —.
Z ] 7+OO[7 (‘T) nZ::O (n+x)3

c. La fonction S est-elle décroissante sur ]0, +-00[?

3.a. Montrer que
1

—-

Va €]0, 400, S(z + 1) — S(x) = =

b. En déduire que
S(x) — +oo.

xz—0

4.a. Vérifier que
“+o0o

1
YN>1LS(N)=)_ —.
p=n P



b. Conclure que

S(x) — 0
T—+00
Probléme.
Soit ag = a1 = a9 =1, et
Ap—2
Vn > 2 a =y — ———~.
R TP
Notons R, le rayon de convergence de la série entiére Y a,z™, et S, sa somme qui est définie par
n>0

+oo
Vo €] — R, R[,S(z) = Z anz”.
n=0

l.a. Vérifier que
Oxap<lxa; <2xa<3Xa3z<4xay.

b. Vérifier que

1 —4
Vn e N, (n+ 1)ap+1 — na, = E(nan —(n—2)ap—2 + n 5 an_2>.

c. Etablir par récurrence sur ’entier n que

Vn e N, (n+ 1)apt1 > nay.

d. Quel est le signe des nombres a, 7

2.a. Montrer que la suite (a,)nen est décroissante.

b. Supposons que la suite (a,)nen est convergente de limite £ > 0. Montrer que
L

An+1 — n n—;:—oo 2(n T 1) .

c. Quelle est alors la nature de la série de terme général apy1 — an ?
d. La suite (an)nen est-elle alors convergente ?

e. Conclure que

i
f. En déduire que
R>1.
3.a. Vérifier que
1
vn>1,a, > —.
n

b. La série de terme général a,, est-elle convergente ?
c. Quelle est la valeur du rayon R 7?7
4.a. La somme S est-elle de classe C! sur | — R, R[?
b. Montrer que
Vz €] — R, R[,2(x — 1)S'(z) = (2 — 2)S(x).

c. En déduire que

N

Vz €] - R, R|. (\/ﬂe*(”ﬂ%) S()) =0

d. Conclure que
2
ezTJr

[SIE]

Vo €] — R, R[,S(z) =

=
S



