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Corrigé de ’examen de rattrapage

Questions de cours.

1. Soit (un)nen et (vn)nen deux suites réelles ou complexes. Ces suites vérifient la relation
de comparaison u,, ~ v, si et seulement si
n—oo

Ve > 0,dN €N, t.q. Vn > N, |u, — vy | < €lvy].

2. Le critére de d’Alembert s’énonce ainsi :
“ Soit (wy,)nen une suite de nombres réels positifs ou nuls tels que :

- les nombres w,, sont non nuls & partir d’un certain rang,

- il existe un nombre X € [0, +-00] tel que 2t — A

n—-+0o00
Alors :
-1 0 < X\ <1, la série de terme général w, est convergente,
-s8i 1 < A < 400, la série de terme général w, est divergente,
-si A =1, la série de terme général w, peut étre convergente ou divergente. ”
3. Le théoréme de conservation de la dérivabilité pour une série de fonctions de terme
général f,,(z) s’énonce ainsi :

“ Supposons que :

(i) les fonctions f,, sont bien définies et de classe C! sur I,

(ii) la série de fonctions de terme général f,,(z) est simplement convergente sur I,

(iii) la série de fonctions de terme général f](x) est normalement convergente sur (tout
segment de) 1.

Alors la fonction somme f définie par

+oo
Vo el f(z) = fal®),
n=0
est bien définie et de classe C! sur I, et sa dérivée est donnée par la formule

+oo
Vo el f'(x) =Y fi(x).”
n=0

4. Le rayon de convergence R de la série entiére ) a,z" est défini par
n>0

R =sup {'r € Ry, t.q. (apr™)nen est bornée}.

5. Les coefficients de Fourier complexes d’une fonction f 2w-périodique et continue sur R
sont définis par les formules

s ) 27 )
Vn € Z,cn(f) = 217r/_ f(x)e "™ dx ( = % fx)e dw).

0



Exercice 1.

1. Par définition, nous avons

1 1
Up—1 — Un = -

(I4+a))(X+ar)...1+an-1) (A+4a))(d+ar)...(1+ay)’

de sorte qu’en réduisant au méme dénominateur, nous obtenons

1+a,—1
(I+ag)(l+ay)...(1+ap)

Up_1 — Up = = Up.

2. Nous calculons alors
n n
Vn:UO+ka :UO+Z(Uk—1 _Uk) = Vg + Up — Up.
k=1 k=1
Il suffit alors de vérifier que

+ Loy oy
U ’U = =
00 T T e T 1+ ag

pour établir la formule recherchée.

3. Comme la suite (uy)nen est & termes positifs, il vient
VneN,V, <1,

ce qui induit que la suite (V},)nen est majorée.

4. La série de terme général v,, est convergente, puisqu’elle est & termes positifs et que ses
sommes partielles V,, sont majorées.

Exercice 2.

1. Les fonctions f,, sont bien définies sur ]0, +oo[. Etant donné un nombre x €]0, 4-o0] fixé,

elles vérifient
fn(z) ! X ! — 0 x ! 0
€Tr) = — _—=

lorsque n — +o00. La suite de fonctions (fy(x))n>1 est donc simplement convergente sur
10, +o0[, et sa limite simple est la fonction identiquement nulle.

2.a. Nous calculons
T T

2

ce qui induit que
1

fn(z) netoo M2p

b. Comme la série de Riemann de terme général 1/n? est convergente, I'équivalent précédent
garantit la convergence de la série de terme général f,(x) pour tout nombre x €]0, 400l
La série de fonctions de terme général f,(x) est donc simplement convergente sur ]0, +-o00].

3.a. La fonction f;, est de classe C™ sur [a,+00[, et sa dérivée est égale a

2
/ n

folz) = Tt na)?



Comme cette quantité est négative, la fonction f, est décroissante sur [a,+oo[. De plus,
elle est positive sur cet intervalle, de sorte que

1
sup  |fu(@)= sup fu(z) = fula) = ——.
z€[a,+o00] z€la,+o00| n -+ n2a

b. D’aprés la question 2.b, la série de terme général f,(a) est convergente. Il s’ensuit que
la série de terme général sup,cpq oo |fn(2)| st aussi convergente. Par définition, la série
de fonctions de terme général f,(z) est normalement convergente sur [a, +00].

c. Rappelons que les fonctions f,, sont bien définies et continues sur |0, +oo[. De plus,
la série de fonctions de terme général f,(z) est normalement convergente sur tous les
intervalles de la forme [a, +o00[, avec a > 0, donc sur tout segment de |0, +00]. Le théoréme
de conservation de la continuité assure alors que la somme F' est bien définie et continue
sur ]0, +o0|.

Exercice 3.

1. Le coefficient by est égal a

bo = f(0) = 0.

2. La fonction f est de classe C*° sur | — R, R[, et sa dérivée est égale a
+oo
Vz €] — R,R|, f'(z) = Z nbpz" L.
n=1

Le changement d’indice m = n — 1 conduit a la formule

+oo
fla) =" (m+ byyra™
m=0
Nous observons par ailleurs que
+o00
—2zf(x) =— Z 2,2,
n=0

de sorte que le changement d’indice m = n + 1 fournit la formule

+oo
—2zf(z)=— Z 2bp—12™.
m=1
Nous pouvons donc écrire

+o00
Vz €]~ RR[ 1= f(z) -~ 2xf(z) =b + Y ((m Dbt — 2bm,1)mm.

m=1
Par unicité des coefficients d’une série entiére, il s’ensuit que

2
bi=1, et VYn>1, byp1=——by 1.
1 € n = n+1 n+1n1

3. La preuve se fait par récurrence sur U'entier n € N. Au rang n = 0, nous avons bien

490!
b():O, et blzlzTO.



Supposons que la formule soit vraie jusqu’au rang n. Au rang n+1, il découle de la question
2. que

2
bo(nt1) = mb% =0,
tandis que
) B 2 ; _ 2 x 4™ n! B 4x4™(n+1)n!
2(n+1)+1 = 2n+ 1) +1 "7 T 2n+3)2n+1)! (2n+3)(2n+2)(2n+1)!
4t (p 1))

T2+ D)+ 1)

Par récurrence sur ’entier n € N, nous concluons que

\Y N, by, =0 e b = 7'
t .
n € N, bap ) 2n+1 (2 1)'

4. Soit x > 0. Appliquons le critére de d’Alembert & la série de terme général strictement
positif

B B 4™ ) :E2n+1
o @n+ 1)
Nous calculons
Bny1  An+1)a? 227

B  (2n+3)(2n+2) 2n+3 n—>_4>rooo

Par le critére de d’Alembert, la série de terme général 3, est donc convergente quelle que
soit la valeur du nombre strictement positif z. Le lemme d’Abel assure alors que le rayon

L. o a nnl . N
de convergence de la série entiére (ﬁzfi)' 22"+ est égal & +oo.
>0 '

5. La somme f de cette série entiére est donc bien définie et de classe C* sur l'intervalle
| — 00, +0o0[. Les calculs précédents sont justifiés sur cet intervalle. La fonction f est donc
une solution de ’équation (EgDiff) sur lintervalle | — oo, +00[, qui est développable en
série entiére sur cet intervalle.



