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Exercice 1: Soit P ∈ R[X] le polynôme réel donné par

P (X) = X3 + 4X2 + 5X + 2 .

(1) (1 pt) Calculer P (−1) puis factoriser P en facteurs irréductibles.

(2) (4 pts) Calculer l’intégrale

I =

∫ 1

0

x5 + 4x4 + 6x3 + 7x2 + 10x + 7

x3 + 4x2 + 5x + 2
dx .

Vous justifierez les différentes étapes de vos calculs et raisonnements.

Exercice 2: Soient a, b ∈ R+ deux réels positifs donnés. On suppose
que b > 1. On note Ia,b l’intégrale généralisée

Ia,b =

∫ +∞

0

axb + 2x + 5

xb−2(5x2 + 3)
dx

et fa,b la fonction qui est intégrée dans Ia,b.

(1) (1 pt) On suppose a 6= 0. Montrer que Ia,b est divergente en +∞
pour tout b > 1.

(2) (2 pts) On suppose maintenant que a = 0. Pour quelles valeurs de
b l’intégrale I0,b est-elle convergente en 0 ? Et en +∞ ? Au total, pour
quelles valeurs de b l’intégrale I0,b est-elle convergente ? Justifiez vos
réponses.

Exercice 3: Soit f : R→ R une fonction continue sur R. On suppose
que f a une limite finie ` ∈ R lorsque x→ +∞.

(1) (2 pts) Montrer que f est bornée sur [0,+∞[.

(2) (3 pts) On note

In =

∫ +∞

0

xf(nx)

(1 + x2)2
dx .

Montrer que In a une limite lorsque n→ +∞ et calculer cette limite.
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Exercice 4: On note F : R → R et G : R → R les fonctions définies
par

F (x) =

∫ +∞

0

ln(1 + x2t)

(1 + t2)2
dt et G(x) =

∫ +∞

0

t

(1 + x2t)(1 + t2)2
dt .

(1) (1 pt) Montrer que 0 ≤ ln(X) ≤ X − 1 pour tout X ≥ 1.

(2) (2 pts) Montrer que F et G sont continues sur R.

(3) (2 pts) Montrer que F est de classe C1 sur R et donner l’expression
de F ′(x) en fonction de G pour tout x ∈ R.

(4) (1 pt) Calculer la limite de F ′(x)
x

lorsque x→ 0.

Exercice 5: (3 pts) Calculer I =
∫ ∫

D
xydxdy, où

D =
{

(x, y) ∈ R2 / y ≥ 0, x− 4y + 2 ≥ 0, x− 2y − 2 ≤ 0
}

.


