Université de Cergy-Pontoise.
Examen d’approfondissements, 10 mai 2017, 3 heures.

Les documents, téléphones, tablettes et calculettes sont interdits.

On rappelle que, sauf mention contraire explicite, toute réponse devra étre justifiée. Des
réponses correctes mal justifiées peuvent certes rapporter des points mais pas le maxi-
mum. Dans un exercice, on pourra utiliser les résultats des questions précédentes méme
si celles-ci n’ont pas été traitées. La note sera sur 20. Le bareme est indicatif et dépasse
volontairement 20. L’épreuve comporte 5 exercices sur 4 pages.

Début de I’épreuve.

Exercice 1. : (4 points). Pour n € N, on considere les fonctions f, : [0;1] — R et
gn : [0; 1] — R définies par

fulx) = ni—i—l et gn(z) = a".

1. Dessiner (sans justification) le graphe des fonctions fy, fi, f2, go, g1 €t go.

2. Montrer que la suite de fonctions (f,).eny converge simplement vers la fonction
nulle.

3. Pour tout n € N, déterminer

sup [fu(@)] = sup{|fu(2)]; = € [0:1]}.

z€[0;1]
En déduire que la suite de fonctions ( f,,),en converge, uniformément sur [0; 1], vers
la fonction nulle.

4. Montrer que la suite de fonctions (g, )nen converge, uniformément sur [0; 1/2], vers
la fonction nulle.

5. La suite de fonctions (g,)nen converge-t-elle uniformément sur [0;1] 7 Si oui, on
précisera vers quelle fonction.

Exercice 2. : (4 points). On considere les suites réelles (u,)nen, (Un)nens (Wn)nen,
(Zn)nens (Yn)nen €t (2n)nen définies par

4n sin(5n) |
= = (=), w, = _ nn(142/(n+1))
B n+s " (=17 w nt2 ’
In(n) T 2
r, = (—1) n1) Y cos( (2n + )6 et =z —

1. Montrer que les suites (u,)nen €t (2,)neny sont convergentes et déterminer leur
limite. Que peut-on dire lim sup u,, ?



2. Déterminer lim sup (v, + z,). La suite (v, + 2, )nen converge-t-elle ?

3. Montrer que la suite ((—1)"2,)nen converge et déterminer sa limite. En déduire
lim sup x,,.

4. Montrer que (wy,)nen converge.

5. Montrer 1’égalité A = B pour les ensembles

A = {cos<(2n+1)g>;n€N} et B = {—cos(%);O;cos(%)}.

Déterminer lim sup y,,.

Exercice 3. : (4 points). On considere le systeme différentiel linéaire (£) d’inconnue
Y :R — R? donné par : Vt € R, Y'(t) = A- Y (t) + B(t) ou

B(t) = <(tf;t)€2t> et A=%(;1), ?) - G?; ??3)

1. Résoudre le systeme différentiel sans second membre (&) associé a (£), qui est
donnée par : Vt € R, Y'(t) = A-Y(¢). On notera par Sy son ensemble de solutions.

2. En déduire I'ensemble des solutions S de 'équation (&).

Exercice 4. : (5 points). Vrai ou faux? Répondre avec justification. Une réponse
correcte donne 0,25 point, une justification correcte donne les points entre parantheses.

1. L’intervalle [6; +oo[ est un ensemble fermé. (0,25 point).

2. La réunion
U 14 + n_1;9+n[

neN*
est un ensemble ouvert. (0,25 point).
3. L'intérieur de I'ensemble [2;4o00[ est |2; +oo[. (0,5 point).

4. L’adhérence de I'ensemble {—2} U{2+n"';n € N*} est {—2}U{2+n"';n € N*}.
(0,25 point).

5. 0 est un point d’accumulation de 'ensemble [—1;0[N{n;n € N*}. (0,25 point).

6. 0 appartient a 'intérieur de Z. (0,5 point).

7. L’ensemble 1
A = {xeR; Sinl’E}g;

N | —

est ouvert. (0,5 point).

8. On considere I'ensemble A = [1;2] U [3;4]. Toute fonction continue f: A — R est
bornée. (0,5 point).



Exercice 5. : (8 points). Soit My (R) est l'algebre des matrices 2 x 2 a coefficients réels.
On considere une matrice A € Ms(R) admettant deux valeurs propres réelles A\; > 0 et
Ay < 0. Soit V; et V5 deux vecteurs non nuls de R? tels que A-V; = M Vi et A-Vy = A\ Vs,
On rappelle que (V7;V3) est une base de R?. On considere le systéme différentiel linéaire
(Ep) d’inconnue dérivable Y : R — R? donné par

(Eo) : WLeR,tY'(t) = A-Y(1).

On note par Sy l'ensemble des solutions de (Ep). On admet que Sy est un R-espace
vectoriel. En particulier, il contient la fonction nulle.

On note par “exp” la fonction exponentielle définie sur Ms(R). On admet que, pour
B € M5(R), I un intervalle de R et une fonction f : I — R dérivable, la fonction
N : I — My(R), définie par N(t) = exp(f(t)B), est dérivable et, pour tout t € I, sa
dérivée est donnée par N'(t) = f'(t)B - N(t) = f'(t)N(t) - B.

On admet que, pour V' € R?, I'application M5(R) > B — B-V &€ R? est linaire continue.

1. Soit B € My(R). Soit f : I — R une fonction dérivable et N : I — My (R)

définie par N(t) = exp(f(t)B).

a). Soit V€ R? et A € R tels que B -V = AV. Montrer que, pour tout ¢ € I,
N(t)-V =NV,

b). Soit (Wy; W) une base de R Montrer que, pour tout t € I, (N(t) - Wry; N(t) -
W) est une base de R% En déduire que I'espace vectoriel F des fonctions
V : R — R? définies par, pour un V; € R? et pour tout t € I, V() = N(t)-Vj,
¢’est-a~dire

F ={V:Rat—=N()- Vo eR*, Ve R*},

est de dimension 2.
c¢). Montrer que F est I’ensemble S des solutions du systeme différentiel linéaire
(F) d’inconnue dérivable Z : I — R? donné par

(F): Wtel,Z'(t) = f()B-Z(t).

2. Soit Y une solution de (Ej).
a). Montrer que Y (0) € KerA, le noyau de A.
b). Montrer qu’il existe deux vecteurs Y, et Y_ de R? tels que,

pour t >0, Y(t) = exp((In|t|)A) Yy,
et, pourt<0, Y(t) = exp((Inft))A)-Y_.

(Indication : on pourra utiliser 1. ¢) sur I =]0;+oo[ et I =] — 00;0[.)
¢). Soit (Y4+.1;Y+:2) les coordonnées de Yy dans la base (Vi; V). Soit (y_.1;y—.2) les
coordonnées de Y_ dans la base (V;;V3). Montrer que

pourt >0, Y(t) = Y e inft] Vi 4 yio oAz nlt] Vs,
et, pourt<0, Y(t) = yqeMBHV 4y ety



d). Montrer que y;.2 = y_.» = 0. (Indication : on pourra utiliser la continuité de
Y en0.)

e). Montrer que, si Ay €]0;1], y;.1 = y_.; = 0. (Indication : on pourra vérifier que
Y (0) = 0 et utiliser la dérivabilité de Y en 0.)

f). Montrer que, si Ay =0, y4.1 = y_.1 et Y est une fonction constante.

g). Montrer que, si Ay > 1, Y(0) =0 et Y'(0) = 0.

On a donc montré dans cette question que la fonction nulle est la seule solution de

(Ep) si A1 €]0;1].

3. Résoudre le systeme (Ep) lorsque Ay = 0.
4. Résoudre le systeme (Ej) lorsque A; > 1.

Fin de I’épreuve.



