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Les documents sont interdits. L’utilisation ou la consultation de téléphone est formellement interdite, les calculatrices, les
téléphones et tout objet connecté en particulier les montres doivent étre éteints et rangés dans un sac fermé.

Exercice 1: Soit le systeme différentiel : (51) : {

1. Résoudre (S1).
2. Déterminer la solution (z1, 22) de (S1) qui vérifie y1(0) = 1; y2(0) = 0. Déterminer lim e~*(z(t), z2(t))

t—4o00

fu(z) = si x €]n;n + 1]

Exercice 2: Soit la suite de fonctions ( f,,) définies sur ]0; 4+-o00[ par : { Fulz) =0 sinon

Onpose S, =Y 1o fr

1. Représenter fs, f5 puis Sy.

2. Etudier la convergence simple de la suite de fonctions (f,,) sur R% , on note f la fonction limite.
3. Etudier la convergence uniforme de la suite de fonctions ( f,,) sur R%
4

. Etudier la convergence simple de la série de fonctions > fn sur R%. Que vaut la somme » > fr, de cette série
de fonctions ?

b

Etudier la convergence normale de la série de fonctions ) f, sur R%

6. Etudier la convergence uniforme de la série de fonctions > f, sur RY

1
Pour z > Oetn € N, on pose g, (z) = — fn(x).
x

7. Etudier la convergence simple de la série de fonctions > gn sur R
8. Etudier la convergence normale de la série de fonctions > g, sur R%

9. Etudier la convergence uniforme de la série de fonctions > gn sur R

Exercice 3:

1. Rappeler une condition (faisant intervenir les suites) nécessaire et suffisante pour qu’une partie F' d’un espace
vectoriel normé (E; || - ||) soit un fermé de E.

2. Donner un exemple de fonction h : R — [0; 1] continue telle que ~(IR) ne soit pas un fermé de R. Un dessin clair
pourra convenir.

3. Soit f : R — [0; 1] une fonction continue; on pose G = {(z, f(z)) € R?/z € R}, montrer que G est un ensemble
fermé de R?. On pourra par exemple considérer une suite d’éléments de G : ((xn, yn))n qui converge vers
(z,y) € R%.

4. On veux montrer la réciproque : soit g : R — [0; 1] telle que G = {(z, g(z)) € R?/z € R} est un ensemble fermé
de R, on ne suppose pas que g est continue. Soit [ € R, (z,,) une suite de réels qui converge vers I, et i, = g(y,).

(a) Montrer que la suite (y,, ), posséde une sous suite convergente, notons (ys[,(n))n une telle sous suite.
(b) Justifier que ((ww(n) ; 9(3%(11)))) converge dans R2,
n

(c) Justifier que la suite de réels (g(zy(,))), converge vers g(1).
(d) Conclure.



