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Les documents sont interdits. L’utilisation ou la consultation de téléphone est formellement interdite, les calculatrices, les
téléphones et tout objet connecté en particulier les montres doivent étre éteints et rangés dans un sac fermé.
A la fin de I’épreuve, glisser le sujet dans votre copie.

Exercice 1: Soit le systeme différentiel : (S7) : {

1. Résoudre (S1).

y1(t) = 5yu(t) — 2u2(t) + e

Ya(t) = 6y1(t) — 2u2(t) + e

3. Déterminer la solution de (S7) qui vérifie y1(0) = 2; y2(0) = 4, sa limite en —oo est (0;0), quelle est alors "sa
tangente" en ce point ?

2. En utilisant une partie des calculs déja effectués, résoudre (S52) : {

Exercice 2: Pour chacune des parties A; suivantes répondre au verso aux 4 questions :
[¢] J—
Est-ce un ouvert de R? ? Est-ce un fermé de R? ? Quel est son intérieur (4) ? Quel est son adhérence (A4)?

Ar=]=2:2[x[0;1] Az =[-2+oo[x[0;+oo] Az =]1;2[x{3} Ay ={(z,y) € R*/z" +ay’ > 1}

—_1)n-1 n
Exercice 3: Pour n € N* et x €]1; +00], on pose u,(x) = L, et S, = Zuk
In(nx)
k=1
1. Montrer que la série de fonctions de terme général w,, converge simplement sur |1; +oco[. On note S sa somme.

2. Montrer que la série de fonctions de terme général u), converge uniformément sur |1; 4+o0c[, vers une fonction 7'

que ’on écrira comme la somme d’une série. On pourra montrer que Va €]1; +ool, |S, () — T(x)| < m
3. Enoncer avec précision un théoréme qui permet d’en conclure que S est dérivable.

4. Soit (vy,),>1 une suite décroissante de réels qui tend vers 0. Montrer que la somme de la série 37 (—1)"v,, est
négative. En posant Sy = Zf:[:l(—l)”vn, on pourra étudier le signe de Say.

5. Déduire, des deux questions précédentes, le sens de variations de la fonction .S.

Exercice 4: Soit (E, || - ||g) et (F, | - | ) deux espaces vectoriels normés, on rappelle que 1’espace vectoriel E x F' est
muni des deux opérations suivantes :

VA e R,V(z,y) € E X F, A(x,y) = (Az, \y)

V(z,y) e Ex FN(@y) e ExXF, (z,y)+ («y) = (x+ 2",y + )
Pour (z,y) € E X F onpose N ((z,y)) = max(||z||g, |yl »).

1. Rappeler la définition d’une norme sur un espace vectoriel. Montrer que N est une norme sur E X F'.

2. Dans cette question et uniquement dans cette question on suppose que £ = F'=Ret || - ||z = || - || r est la valeur
absolue, représenter la boule unité de (R?, N'), B(0,1) = {(z,y) € R?/N((z,y)) < 1}.
3. Rappeler la définition de "(2; est un ouvertde (E, || - ||g)".

4. Soit ©; un ouvertde (E, || - ||g) et Q22 un ouvert de (F), || - || ), montrer que
Q1 x Qg = {(w1,w2) € E X F/wy € Q1,wa € Qa} estun ouvertde (E x F,N).

5. Soit Q) C Eet Qo C F (Qo # ), montrer que si 21 x 2y est un ouvert de (£ x F, N), alors €; est un ouvert de
(B - [2)-

6. Rappeler la définition de "K' est un compactde (E, || - ||g)".

7. Soit K7 un compact de (E, || - || g) et K2 un compact de (F, || - || #), montrer que K7 x Ko est un compact de
(E x F,N).



Numéro de copie :

z o A
Ouvert Fermé A A
. . o J—
Ay oui oui A= Aq
non non
. . o J—
As oui oui Ao= As
non non
. . o J—
As oui oui As= As
non non
. . o J—
Ay oui oui Ay= Ay
non non




