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Algèbre bilinéaire
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Exercice 1: (3 pts) Soit Q : R3 → R la forme quadratique définie par

Q(x, y, z) = x2 + 5y2 + 12z2 + 4xy − 6xz − 8yz .

Déterminer le rang et la signature de Q. Justifier votre réponse.

Exercice 2: Soit λ ∈ R. Soit B : R3 × R3 → R la forme bilinéaire
symétrique donnée par

B(x, y) = 5x1y1 + 3x2y2 + (8− λ)x3y3 − 2(x1y2 + x2y1)

− 3(x1y3 + x3y1)− (x2y3 + x3y2) ,

où les xi et yi sont les coordonnées de x et y dans la base canonique de
R3.

(1) (2 pts) Pour quelles valeurs de λ la formeB définit-elle un produit
scalaire sur R3 ?

(2) (4 pts) On suppose λ = 3 et on note 〈·, ·〉 la forme bilinéaire
B obtenue pour cette valeur de λ ainsi que ‖ · ‖ la norme qui lui est
associée. Trouver une base orthonormée de R3 pour 〈·, ·〉.

Exercice 3: Soit A la matrice réelle 3× 3 donnée par

A =

0 1 1
1 0 1
1 1 0

 .

(1) (2 pts) Calculer le polynôme caractéristique P de A et trouver les
valeurs propres de A.

(2) (4 pts) Dire pourquoi A est diagonalisable et trouver P une matrice
orthogonale 3 × 3 et D une matrice diagonale pour lesquelles on a la
relation tPAP = D.
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Exercice 4: On note M2(R) l’espace des matrices 2 × 2 réelles. On
considère le produit scalaire

〈A,B〉 = trace(tAB)

et on considère la base canonique B = (A1, A2, A3, A4) de M2(R)
donnée par

A1 =

(
1 0
0 0

)
, A2 =

(
0 1
0 0

)
, A3 =

(
0 0
1 0

)
, A4 =

(
0 0
0 1

)
.

Soient α, β, γ ∈ R. On considère f ∈ End (M2(R)) l’endomorphisme
de M2(R) donné par

f

((
a b
c d

))
=

(
a+ βc+ d 2b+ αd
αa− c+ γd a+ b+ c+ γd

)
On rappelle et on admet que (A1, A2, A3, A4) est une base orthonormale
pour 〈·, ·〉. On note f ? l’endomorphisme adjoint de f pour 〈·, ·〉.

(1) (2 pts) Ecrire la matrice de représentation MBB(f) de f dans B.
Pour quelle(s) valeur(s) des réels α, β et γ cet endomorphisme est-il
symétrique ? Que vaut f ? pour ces valeurs de α, β et γ ?

(2) (3 pts) On suppose maintenant que α = −1 et β = γ = 1. Soient

a, b, c, d des réels quelconques. Que vaut f ?

((
a b
c d

))
?

Exercice 5: (2 pts) Montrer qu’il n’y a pas de matrice réelle symétrique
A ∈Mn(R) vérifiant que A4+3A2+2In = 0, où In est la matrice iden-
tité de Mn(R).


