2022-2023 /8 UNIVERSITE
L1 Licence de PCST
S2 Mathématiques

Examen - Session 1 - mai 2023

Durée : 3h00. Aucun document est autorisé

Exercice 1 : Questions diverses

a. Dans un groupe, 25% des familles ont un enfant, 40% ont deux enfants, 20% ont trois enfants et 15%
ont quatre enfants. Quel est le nombre moyen d’enfants dans ce groupe 7 Quel est la médiane ?
Le nombre moyen d’enfant est 0,25 x 1+ 0,40 x 240,20 x 3+ 0,15 x 4 = 2,25. La médiane est 2.

b. Résoudre I'équation différentielle  22y/(z) — (22 — 1)y(z) = 0 sur l'intervalle ]0, +oo|.
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déduit que In(y) = 2In(z) + 2 + C o C est une constante. Alors

Donc, a une constante preés, ces deux fonctions de z ( et % — x%) ont la méme primitive. On en

_ 62111(3:)—1—%—&-0 _ In(z?) C
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c. Calculer 202, i2 = —1 Donc 2023 = ¢2X1011+1 — (§2)1011 o gl = (_1)1000 5 j = —j

Exercice 2 : On considére les fonctions suivantes

flzsy) =2y et g(z;y) = In(x)/zy

a. Donner les valeurs exactes de f(—18 ; —2) et g(18 ; 2).
F(=18 ;-2) = 2,/(—18) x (—2) = 2v/36 = 12 et
9(18 ;2) = In(18) x /I8 x 2 = In(18) x /36 = 61n(18).

b. Déterminer, puis dessiner le domaine de définition de f et celui de g.
Le point (x;y) appartient au domaine de définition de f ssi zy > 0. Or

zy >0 <= “x>0ety>0” ou “z2<0ety<0”

z>0cty>0

r<0ety<0

Le point (x;y) appartient au domaine de définition de g ssi > 0 et xy > 0. Donc

(x;y) €Dy <= “ax>0ety>0"



z>0ety>0

c. Calculer les dérivées partielles f;, f, et g;.

Ecrivons f(z;y) = Z(xy)% Alors
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falwiy) = 2% S(xy) "2 xy =
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De méme, écrivons g(z) = ln(:):)(acy)%. Alors

hlwsy) =+ x (a) +In(a) x 5 X (zy)

d. Déterminer, puis dessiner les courbes de niveaux f(x;y) =0 et f(z;y) = 2.
On cherche les points de coordonnées (x;y) tels que f(z;y) =0. Or

flz;y) =0 & 2y/zy=0 & Jry=0 & 2y=0 & z=0o0uy=0

De méme on cherche les points de coordonnées (z;y) tels que f(x;y) = 2. Or

1
flo;y) =2 & 2yzy=2 & Jay=1 & azy=1 & y=—
x

e. Donner une valeur approchée de f(—17,7 ;—2,2).
D’aprés le cours une valeur approchée de f(z;y) au voisinage de (z¢; o) est donnée par la formule

f(z;y) = f(zo,90) + (x — x0) f2(z0; 0) + (¥ — %0) [, (¥ — %o)

Donc au voisinage de (—18; —2) on a
f(=17,7;-2,2) =~ f(—18;-2) 4+ (—17,7— (—18)) x fL(—18;=2) + (—2,2 — (—2)) x f{/(—18; —2)
N f(—18-2) 40,3 x f1(—18;—2) — 0,2 x f/(—18;—2)

Dans question a. nous avons calculer f(—18; —2) = 12. Puis dans la réponse a la question c., on a
Si(—18;—2) = 22 = —F et f}(—18;—2) = 8 = 3.
Finalement \f(—17, 7:-2,2)~12-0,1+0,6=12,5 \




f. Donner une équation du plan tangent & la surface Sy en point (—18; —2; f(—18,-2)).
Une équation cartésienne du plan tangent a la surface Sy en point (xo,yo, f(x0: o)) est
z = f(wo;y0) + (= — 20) fz(x0; y0) + (¥ — v0) f(0; Yo). Donc on obtient
z= f(=18;=2) + (z — (-18)) x f(=18; =2) + (y — (=2)) x fy(-18;-2)

= 12+ (z+18) x T+ (y+2) x (-3)

On a donc z = f%:p — 3y ou plus plus élégant ‘{E +9y+32=0 ‘

Exercice 3 :

a. Montrer que la fonction f définie par f(z) = (3z — 2)e” est une solution de I’équation différentielle
y' 4+ 4y + 4y = 2Txze”.

f(x) =3e” 4+ (3x — 2)e” = 3e” + 3we”™ — 2e* = f'(x) = e + 3xe”
f(xz) =€" +3e” + 3ze® = ["(z) = 4e” 4 3ze”
On vérifie
f(x) +4f (x) +4f(x) = (4e” + 3ze™) + 4(e” + 3ze”) + 4(3xe” — 2¢7)
= (A+4-2x4)e" + (3+4x3+4x 3)ze”

= 2Txe"

b. Utilisant le principe de superposition déterminer une solution de I’équation différentielle :

(E) y" + 4y + 4y = xe”

D’aprés le prinicpe de superposition une solution particuliére de (E) est | y,(x) = 39”2_2 ev |

c. Déterminer I'unique solution de (F) vérifiant les conditions initiales y(0) = 0 et 3/(0) = 0.
L’équation caractéristique associée a (E) est r? 4 47 4+ 4 = 0. Son discriminant est
A =142 —4 x4 x1=0. Donc 'équation caractéristique n’admet qu’une solution racine réelle qui est

r = —2. Alors la solution de ’équation homogéne associée a (E) est ‘yH = Ae %" 4 Bre 27|

Finalement la solution générale de (E) est

v —2
o7 c .
yp

y(z) = Ae™%® 4+ Bre 2 +

Yu

I nous faut maintenant déterminer A et B en utilisant les hypothéses y(0) = 0 et 3/(0) = 0.
y(0) =0 donne | A = 217 )
Puisque y/(z) = —2A4e2* + Be 2" — 2Bwe 2" + Ze” + 3-2¢” la condition y'(0) = 0 nous donne

27
—2A—{—B—|—3—%:0. Donc B:%.

d. (%) Soit f :]0,00[— R une fonction deux fois dérivable sur ]0, co[ et qui vérifie :
(%) 2" () + 5tf (1) + 4f(t) = tInt.
(1) On pose g(z) = f(e”), vérifier que g est solution de (E).

g(m) — f(em) _— gl(l') — f/(e;r)ea: N gl/(x) — f//(e;t)e$ea:+fl(e;t)e$ — f//(ea:)e2x+fl(l,)ea:



On vérifie que g est une solution de (E) :

g"(x) +4g'(x) +4g(x) = € f"(e7) + e f'(e”) +de” f'(e) + 4 (e”)
= )+ 56 () + A7)
Or f satisfait I’équation différentielle (x). Donc (en posant ¢ = e*)
X (%) 4 5e f/ (%) 4+ 4f (e®) = €% In(e¥) = ze®

Alors g vérifie I’équation (E).

(2) En déduire une expression de f.
Puisque g vérifie 'équation (E), on a que g est de forme g(z) = Ae™?* + Bre 2* 4 %e? Donc

In(t) — 2
L 3n(t) —2,

f(t) = g(In(t)) = At + Bln(t)t 2

Exercice 4 : On note j = eF et u=—1—2i.
a. Mettre j,j2 et 5 sous forme algébrique.
En déduire les trois solutions complexes de ’équation 23 = 1.

j = cos(%) + isin(2F). Donc|j = —1 +i§

. Utilisant une des identités remarquables on calcule

Donc | j* = — . Finalement

Donc . Les trois solutions de 23 = 1 sont 1, j, 5.

b. Calculer (—1 — 2i)? puis trouver toutes les racines cubiques de 11 + 2i.
(=123 = (=1—-20)2 x (=1 —2i) = (1 —4+4i) x (—1 — 2i)
= (—3+4i)x(-1—-2i)=3+8+i(6—4)=11+2:

Puisque (—1 — 2i)% = 11 + 2i, alors les racines cubiques de 11 + 2i sont

—1-2 , (=1-2)j , (—1-2i)j>

Exercice 5 : Le tableau suivant donne les résultats obtenus & partir de 10 essais de laboratoire
concernant la charge de rupture d’un acier en fonction de sa teneur en carbone. Soit x la teneur en
carbone de 'acier et y la charge de rupture en kilogramme.

Teneur en carbone : x; | 70 | 60 | 68 | 64 | 66 | 64 | 62 | 70 | 74 | 62

Charge de rupture (en kg) : y;| 87 | 71 | 79 | 74 | 79 | 80 | 75 | 86 | 95 | 70




a. Représenter graphiquement le nuage de points de coordonnées (x;,y;). On prendra en abscisse lcm
pour une unité en représentant les abscisses & partir de la valeur 60. On prendra en ordonnée a
partir de 70.

b. Calculer la moyenne de z, puis de y.

70 + 60 + 68 + 64 + 66 + 64 + 62 + 70 + 74 + 62

T = 10 66
7= 8T+ T71+T79+ 74479+ 80+ 75+ 86 + 95 + 70 _ 9.6
B 10 7

c. Calculer les variances et les écart-types de x et y, ainsi que la covariance de x et y.
On rappelle que la formule de variance de z est 22 + 2. On calcule
—  T0% + 60 4 68 4 64 4 66 4 64° 4 62° 4 70> 4 74* 4 62
B 10

8

= 4373,6

Donc | Var (z) = 22 — T2 = 4373,6 — 662 = 17,6 | et |o(x) = \/Var(z) = 4,2

De méme

— 8724+ T12 4792 4+ 742 + 792 + 802 + 752 + 862 + 952 + 702
7= n = 6391,4

Donc | Var (y) =42 — 7% = 6391,4 — 79,62 = 55,24 | et |o(y) = \/Var(y) = 7,43

—— __ T0X87+60X71+68X79+64X74+66X79+64x80+62X75+70x86+74x95+62x70 __
7= + = 5283, 2

Donc ’COV (a:,y):@—@:5283,2—66><79,6:29,6‘

d. Déterminer I’équation de la forme y = ax + b de la droite de 'ajustement linéaire.

- Cov(z,y) 29,6
- Var(z) 17,6

=1,7 et b=7—az=79,6—1,7x 66=—31,4

e. Un acier a une teneur en carbone de 77. Donner une estimation de sa charge de rupture.
On utilise 'estimation donnée par la droite de régression. On estime que la charge de rupture est
a X T77+0b; cest-a~dire | 1,7 x 77 — 31,4 =98, 1|




