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Exercice I. Pour tout x 2 R on considère

A(x) =

0

@
1 1 1

1 2 x
1 4 x2

1

A

(1) Sans faire de calculs, montrez que det(A(1)) = 0 et que det(A(2)) = 0.

(2) Trouvez le rang de la matrice A(1) et le rang de la matrice A(2).

(3) les matrices A(1) et A(2) sont-elles inversibles? Pourquoi?

(4) Pour tout x 2 R, calculez maintenant det(A(x)) en fonction de x et montrer que x = 1 et x = 2

sont les seules solutions de l’equation

detA(x) = 0.

(5) On pose x = 3. Quel est le rang de la matrice A(3)? Justifiez votre réponse.

(6) Montrez que la matrice A(3) est inversible et calculer la matrice inverse A(3)
�1

de A(3).

(7) Montrez que la famille des vecteurs

B =

0

@e1 =

0
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A ,

forme une base dans R3
.

Exercice II. On considère E l’ensemble de tous les polynômes P (X) 2 R[X] tels que (X � 1)
2
divise

le polynôme P (X) + 1 et X2
divise le polynôme P (X) + 2.

(I.a) Vérifiez que le polynôme P3(X) = �2X3
+ 3X2 � 2 appartient à l’ensemble E .

(I.b) Vérifiez que si un polynôme Q(X) est divisible par X2
(X � 1)

2
alors P3(X) +Q(X) 2 E .

(I.c) Trouvez un polynôme P4(X) de degré 4 appartenant à l’ensemble E .
(I.d) Montrez que pour tout n � 3 il existe un polynôme Pn(X) 2 E de degré n.

On remarque que d’après la question (I.b), pour tout polynôme S(X) 2 R[X], le polynôme P (X) =

P3(X) + X2
(X � 1)

2S(X) appartient à l’ensemble E . On se propose maintenant de montrer que pour

tout polynôme P (X) 2 E il existe S(X) 2 R[X] tel que P (X) = P3(X) +X2
(X � 1)

2S(X).

(II.a) Montrez que si P (X) 2 E et P̃ (X) 2 E alors P (X)� P̃ (X) est divisible par (X � 1)
2
et par X2

.

(II.b) Pour Q(X) 2 R[X] on considère le polynôme dérivé Q0
(X) de Q(X). On suppose dans cette

question que Q(X) 2 R[X] est divisible par X2
et on note S(X) 2 R[X] le quotient de la division

euclidienne de Q(X) par X2
. On a donc

Q(X) = X2S(X).

i) Montrez que si a = 1 est une racine de Q(X) alors a = 1 est aussi une racine de S(X)

ii) Verifiez que Q0
(X) = 2XS(X) +X2S0

(X).

iii) On suppose que a = 1 est une racine de Q(X). Montrez que si la multiplicité de la racine

a = 1 de Q(X) est plus grande ou égale à 2, alors la multiplicité de la racine a = 1 pour le

polynôme S(X) est aussi plus grande ou égale à 2.

iv) Montrez que si (X � 1)
2
divise Q(X) alors (X � 1)

2
divise aussi S(X).

(II.c) Montrez que si un polynôme Q(X) 2 R[X] est divisible par X2
et par (X � 1)

2
alors il est aussi

divisible par X2
(X � 1)

2
.

(II.d) En déduire, en expliquant votre raisonnement, que pour tout P (X) 2 E , il existe S(X) 2 R[X]

tel que P (X) = P3(X) +X2
(X � 1)

2S(X).

(II.e) Montrer que pour tout P 2 E , deg(P ) � 3.

Exercice III. On se propose de résoudre l’équation di↵érentielle

(E) y00 � 11y0 + 10y = te�t
+ et, t 2 R.

On considère l’équation homogène associée

(E0) y00 � 11y0 + 10y = 0, t 2 R.
1
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et les équations

(E1) y00 � 11y0 + 10y = te�t, t 2 R,
et

(E2) y00 � 11y0 + 10y = et, t 2 R.
(1) Ecrire l’équation caractéristique associée à l’équation homogène (E0).

(2) Résoudre l’équation homogène associée.

(3) (Attention! Dans cette question, toute faute dans vos réponses donnera des points négatifs!)
(QCM) Vrai ou faux?

a) On peut trouver une solution particulière y1 : R ! R de l’équation (E1) en la cherchant sous

la forme y1(t) = (a t+ b)e�t, 8t 2 R, avec a, b 2 R des constantes inconnues.

b) On peut trouver une solution particulière y1 : R ! R de l’équation (E1) en la cherchant sous

la forme y1(t) = ae�t, 8t 2 R, avec a 2 R une constante inconnue.

c) On peut trouver une solution particulière y2 : R ! R de l’équation (E2) la cherchant sous

la forme y2(t) = a tet, 8t 2 R, avec a 2 R une constante inconnue.

d1) On peut trouver une solution particulière y2 : R ! R de l’équation (E2) en la cherchant sous

la forme y2(t) = (a t+ b)et, 8t 2 R, avec a, b 2 R des constantes inconnues.

d2) On peut trouver une solution particulière y2 : R ! R de l’équation (E2) en la cherchant sous

la forme y2(t) = aet, 8t 2 R, avec a 2 R une constante inconnue.

e) Si y1 : R ! R est une solution de (E1) et y2 : R ! R est une solution de (E2), alors y1 + y2
est une solution de (E).

f) Si y1 : R ! R et y2 : R ! R sont deux solutions de (E) alors y1 � y2 est une solution de

(E1).

g) Si y1 : R ! R et y2 : R ! R sont deux solutions de (E) alors y1 � y2 est aussi une solution

de (E).

h) Si y1 : R ! R et y2 : R ! R sont deux solutions de (E) alors y1 � y2 est une solution de

(E0).

i) Si y : R ! R est une solution de (E) et y0 : R ! R est une solution de (E0) alors y + y0 est

une solution de (E).

j) Si y : R ! R est une solution de (E) et y0 : R ! R est une solution de (E0) alors y + 2y0
est une solution de (E).

k) Si y : R ! R est une solution de (E) et y0 : R ! R est une solution de (E0) alors y0 + 2y
est une solution de (E)
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exercices
A (e) = ! ! !) ,

ALI =/! ! ! )(1) 1 2

-

Ald a deux colonne identique ( la 1- ière et la 3- ième)
⇒ det(Als)) -0

A (2) - a - (la 2. ieme et la 3- ième) ⇒ dit CA /d)
⇒

On soustrait ici la 1- iere

E- rang
Alr) = rang / { { %) colonne de la 3-ième

colonne
.

14£ C'est une operation
élémentaire

qui
ne clenche pas

de rang

=

rang / ! !!) ici , on effectue
l'operation

1 2 O

D

élementaire Lz
- Lz

Cetteopération ne change pas

de rang
= ægf ! ! /↳ - Le

D
Lz- 242= .at

.
! :O 1 0

.

.ge?Ia?uieeneignesa.eean..ts
La matrice (

110

O O O

done rang
A / 1) =L -

e e o

s ze) =

rang / se 20De même rang
AH = rang /! ! ! p I a o

)
l ' ° la g- iewe colonne

- la 2- iem

=

rang / 1 2 °)€0 Lz- L2

O L O
o e o) -- rang / ! ! != rang / ! ! ! p ) ⇒

rang
AK) -2

p

La- Le Lj 212
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Eminem A- (1) = (! {!| a deux colonnes identiques ⇒ det A /1) =D

A (2)=/{!④ a deux colonnes identiques ⇒ det A /2) =D

1 4 4

° ① °) = 2 car la matrice
De rang

AH = rang ( :{ 1) = rang / ! { b) = rang (
② 11

Y a 2 0 j'
° 2°

f 0 0 0

Là La f111La-La 25212
• e o ) est Echelonnée en

Lits 0 00

de même
pagny et

a
2 pivots

ïirang
AH =

rang /{ { & Étang / o e e

r
O 2 2

↳- Le

=

rang (
② le
• ② 1) = 2

P O O O

↳- 222

(3) Les matrices A (e) et A (2)
ne sont pas

inversible car det A-
(1) =D

et det A- (2) =o ( une autre explication : car rang
A /1) <3

et rang
AH < 3) Rappelons qu' une

matrice A c- Mn (R)

est inversible ⇐
det A =/0⇐ rang

A- = ne

° 1 x
- e) = det/

1 se -1

a a) = det /
1 ^ "

z x2-1) =
(4) det Ala) = dit/! ! !,

0 3 x
? /

= x2- s - 3fr - c) = x2
- 3×+2 = @ - e) (x

- 2)

donc det Atx) - O ⇒ (x =L on se = 2)

(5)D'apres (a) ,

det A (3) =/ O .

Done rang
A-G) =3 (ar Atsttf§

(6) Atf est inversible
car

det A (3) =/ 0
.

Cherchons Ats)
"

: Apg /!;) = ( Ega)⇒
Kitkat "

- Je

{xp -12×2 -137s =J2Js
x,

+ 4oz -19oz
= yz

⇒
r - r



⇒
% = >

Je
- Eyre + { y,

[a = - soi ↳ ya - ya ⇒ |!;) -- AÏD [%)y ,
sers = ya

- { Je + 12J>

On a done
z - E £

A-À =/→ 4 -e)1
-E I

II Les vecteur de la famille B sont les colonnes de

la matrice Aze GR). On a vu que rang
A /3) =⑤=dimR③

donc les vecteurs colonnes de Ats) forment une base

dans BP .

Exercice I I a) pasG) +2 = -2×3+3×2=1/4-2×+3)
-

Dare X2 divise Pas A) +2 .

Montrons que
A- D2 divise le polynôme Pdx

)-11=-2×73×2-1

④ - e)
2
= ✗

2- 2×+1

Méthodisme : On pose
la division

euclidienne :

- 2x - L
-

ü÷ï÷→. .

- ainsi"" "

aise %""
'

→

Donc Pas#+1=(-2×-1) (x
- D2

- ✗2+2×-1



Methodus On pose
1-A) =P

>
A) +1 = -2×3+3×21

Alors T (e) = - 2+3-1=0

T'G) = - 6×2+6✗ et T'(a) = 0

Dae a=L est une racine
de la multiplicité 72 de

polynôme 1- G) =P
>

A) +1 ⇒ (X- 1)
2

divise 1-A)=P
,

+1
.

€1 Si ON est divisible par XYX - et alors 7 un polynôme

SG) tel que
QG) = ✗4×-112%1 . Donc

1
1

Pdx) +# +2 = BG) -12-1 QG) = -2×3+3×2
-1×4×-155 =

= * (-2×+3+1×-1514))
⇒ divise Pas +ON -12

Montrons que
X-D
"

divise Pas +ON -11 .

On sait que ☒ - 1)
2
divise Pas G) +1 .

Donc 7 un polynôme

Sdx) tel que BA) -11=1×-125,6)

(Remarqué : avec
la methode I pour

la question (Ia) on a

six) = - 2x
- 1)

* • ne Pas + Ok) -11=131×1+1+0 G)
= (x - IgG) + G-DÛS,

= ☒ - it(Sed) -1×25,6))

⇒ H-ltdivise.RS/x)tOlx)t1-
On a montré que

¥ divise Pas +0A) -12 et que

4- 1)
2

divise BH ) -10A)
-11

.

Donc par
la definition

de &
, Pas G) + QQ)

E C
.



II.e) D'apres CI . b) Pas + XYX - 1)2E E .

# deg G) + XYX - 1)2) = 4 car degB =3 et

deg (✗
- 1)2) = 4

.

⇐d) Pour n =3 ,
on a Pzlx) c-

E et deGBA)=3

Pour n -4 ,
on a Py (x) = Pzcx) +

XYX- 1)
"
c- E

et deg Py
(x) = 4 .

Pour n > ce
,

d'aprés CI.
b)
, PNG)=P>G)

-1×7×-15✗"ÊE

et deg? = h car deg PzG)
=3 et

deg (+4×-15×4-4) =n.CI#-fiP(x),F(x)EEalors
✗ divise PH) -12

et aussi À + 2

⇒ 1- deux polynômes
S'A) et 5N tels que

PA) -12 = ✗↳A) et FH) -12=1/25 G)

⇒ PK) - FA) - Phd -12-(541+2)=11%1×1 - 51×1)
⇒ ✗

2
divise PG) - FA) .

De même
,
G-D' divise PG) -il

et aussi IA) -11

⇒ 7 deux polynômes TG) et FG) tels que

PH) -11=4 - D'TH) et FG) -11 = (x-DFG )

⇒ pk) -FA) = A-D' (TN - FAI ) ⇒



⇒ (✗-15 divise PH) - PA) .

EI On a 0A) = ESA) .

i) Si e- e est une racine de QCX) alors &G) = 0 .

02 Ok) - SK)

et donc ,
dans ce cas ,

on a aussi SG) = 0 ⇒ a =L
est

racine de s
(x)

.

ii) d'A) = (5)
'
SH) + À s'A) = 2×5A)

+ ✗
"s'G)

.

iii) si a=L est une racine
de la multiplicité

72 de •A)

alors 0k) = D'G) = 0 ⇒ sol = o et d'apres ii ) 2s G) +
s'Kf-0

⇒ Sk) -_ s' (a) = 0
⇒ a-1

est une racine
de la multiplicité 72

de SA) .

i) Si (x-D
"

divise G) alors a-- 1 est
une racine

de la

multiplicité 32 de 04) ⇒ (d'apres
iii) ) c'est

aussi une
racine

de la multiplicité 72 de SG) ⇒ G-D- divise
SA)

.

Ée) Si QG) est divisible par
×
' alors Z un polynôme

SK) tel que

=

0A) = ✗
RSA)

.

Si en plus • A)
est divisible par

A-D' alors

d'apres iv) de b)
,

SH) est aussi
divisible par

G- 1)
2 ⇒

⇒ 1- un polynôme TH) tel que
s A) = (✗

- 1)2/-4) ,

et donc

QG) - XXX-D' 1- (
x) ⇒ Ok) est

divisible par
✗4×-1)?

Sait PG) c- E
.

On sait que
P
>
A) ES .

Donc
,

d'apres
a)
,
PA) - P>G)

est divisible par
✗
"

et aussi

par
-À ⇒ (d'apres c)) PG) - B

est divisible par

Îl -D2 ⇒ J un polynôme
SG) tel que

PA - BA)=Î(✗-FSA)

eàd PA)=p>(
x) -1×4×-155



(I.e) Soit P c- E
.
Alors d'apres#d) 7 un polynôme SA

tel
que P = Pdx) -1×4×-155 G)

Si SA) - O ,
alors PC» =P>A) et degp = degp>A)=3

Si SGD -1-0
,
alors deg 54370 et

deg ✗- D'SG) ) = deg (✗Yx -F)+ degscx)
-

-4 + deg
3 4

.

-

Exercice WI (Eo) y
"
-

lly
'

-110g = O i
+ ER

(1) Ce _ e) À - le -1+10--0

= 121-40=81
,
JE =D

de = 1¥ =L
,
de = HEI - ho

(2) On a d
, -1-42 .

Donc d' après le cours
,

l' ensemble de toutes les solutions de (Eo) à valeurs
dans R est

{ g-- R→R : yctt-Get-c.ee?t,U-teR/G.Gc-R}

et l' ensemble de toutes les solutions de (Eo) à valeurs

dans ④ est

{y :* →CI : yltt-Get-C.ee?tttc-R/G.ci-§




