CY Université - L1 MIPI, Algebre 2,
Examen, 15 mai 2023

Exercice I. Pour tout z € R on considere

1 1 1
Alz)=(1 2 =«
1 4 2?
08 +O& (1) Sans faire de calculs, montrez que det(A(1)) =0 et que det(A(2)) = 0.
0S8 A0S (2) Trouvez le rang de la matrice A(1) et le rang de la matrice A(2).
9.5 (3) les matrices A(1) et A(2) sont-elles inversibles? Pourquoi?
4405 (4) Pour tout x € R, calculez maintenant det(A(x)) en fonction de x et montrer que z =1 et z = 2

sont les seules solutions de I'equation
det A(z) = 0.
4. (5) On pose z = 3. Quel est le rang de la matrice A(3)? Justifiez votre réponse.

0S5+ 4. (6) Montrez que la matrice A(3) est inversible et calculer la matrice inverse A(3)~! de A(3).
(7) Montrez que la famille des vecteurs

1 1 1
B = €1 = 1 , €2 = 2 ,€3 = 3 s
1 4 9

G—N" divise POt £

Exercice II.  On considere £ I'ensemble de tous les polynomes P(X) € R[X] tels que (X — 1)? divise
le polynéme P(X) + 1 et X2 divise le polynéme P(X) + 2.

forme une base dans R>.

@ +© ) (La) Vérifiez que le polynéme P3(X) = —2X?3 + 3X? — 2 appartient & 'ensemble £.
4 (Lb) Vérifiez que si un polynéome Q(X) est divisible par X?(X — 1)? alors P3(X) + Q(X) € €.
A‘AVW;

4. (Lc) Trouvez un polynéme P4(X) de degré 4 appartenant & I’ensemble E.
?bc\k L/ On remarque que d’apres la question (I.b), pour tout polynéme S(X) € R[X], le polynéme P(X) =
D

4 (I.d) Montrez que pour tout n > 3 il existe un polynéme P, (X) € £ de degré n.
P3(X) + X?(X — 1)2S(X) appartient & I'ensemble £. On se propose maintenant de montrer que pour
tout polynéme P(X) € £ il existe S(X) € R[X] tel que P(X) = P3(X) + X%(X — 1)25(X).
4 + 4 (ILa) Montrez que si P(X) € £ et P(X) € & alors P(X) — P(X) est divisible par (X —1)2 et par X2
(ILb) Pour Q(X) € R[X] on considere le polynéme dérivé Q'(X) de Q(X). On suppose dans cette
question que Q(X) € R[X] est divisible par X? et on note S(X) € R[X] le quotient de la division
euclidienne de Q(X) par X2. On a donc
Q(X) = X%25(X).
08 i) Montrez que si a = 1 est une racine de Q(X) alors a = 1 est aussi une racine de S(X)
A ii) Verifiez que Q'(X) = 2XS(X) + X25'(X).
ili) On suppose que a = 1 est une racine de Q(X). Montrez que si la multiplicité de la racine
1 a=1de Q(X) est plus grande ou égale & 2, alors la multiplicité de la racine a = 1 pour le
polynéme S(X) est aussi plus grande ou égale a 2.
4 iv) Montrez que si (X — 1)? divise Q(X) alors (X — 1)? divise aussi S(X).
/_Ltg' (Il.c) Montrez que si un polynéme Q(X) € R[X] est divisible par X? et par (X — 1)? alors il est aussi
divisible par X?(X — 1)2.
4C (II.d) En déduire, en expliquant votre raisonnement, que pour tout P(X) € &, il existe S(X) € R[X]
: tel que P(X) = P3(X) + X?3(X — 1)25(X).
4 (IL.e) Montrer que pour tout P € &, deg(P) > 3.

Exercice ITI.  On se propose de résoudre ’équation différentielle
" (B) o =11y +10y=te " +¢!, teR.
On considere ’équation homogene associée

(Ey) y"—11y' +10y=0, teR.
1



(By) o' — 11y +10y =te™', tER,

(Ey) o — 11y + 10y =¢', tecR.

) Ecrire I’équation caractéristique associée a I’équation homogene (Fy).

1
4 (2) Résoudre I'équation homogene associée.
1 (3) (Attention! Dans cette question, toute faute dans vos réponses donnera des points négatifs!)

(QCM) Vrai ou faux?

_ﬂ?‘: a) On peut trouver une solution particuliere y; : R — R de "équation (E4) en la cherchant sous
Q/ﬂ_a la forme y;(t) = (at +b)e™ !, Vt € R, avec a,b € R des constantes inconnues.
QD‘N_ b) On peut trouver une solution particuliere y; : R — R de I’équation (E;) en la cherchant sous
ke la forme w1 (t) = ae™?, Vt € R, avec a € R une constante inconnue.
Tapow R ¢) On peut trouver une solution particuliere yo : R — R de 1'équation (E2) la cherchant sous

la forme yo(t) = ate!, Vt € R, avec a € R une constante inconnue.

-0L '\’”“x\ d1) On peut trouver une solution particuliere y2 : R — R de ’équation (E2) en la cherchant sous

Oﬂ»ﬂ- la forme yo(t) = (at + b)e', Vt € R, avec a,b € R des constantes inconnues.
T’k d2) On peut trouver une solution particuliere yo : R — R de I’équation (Es3) en la cherchant sous
,.F owu'hl la forme y5(t) = ae!, Vit € R, avec a € R une constante inconnue.
y e) Siy; : R — R est une solution de (F1) et y3 : R — R est une solution de (Es), alors y; + y2
Do hoka est une solution de (FE).
FQ\» a_& N @CH f) ?]iEy)l :R — Ret yp : R — R sont deux solutions de (E) alors y; — yo est une solution de
1).
= |uex {0)7\ } g) Siys : R —= Ret ys: R — R sont deux solutions de (E) alors y; — y2 est aussi une solution
de (E).
h) Siy; : R —= Ret yo : R = R sont deux solutions de (F) alors y; — y2 est une solution de
/ﬁ o4 (Eo).
'\,\"") i) Siy:R — R est une solution de (E) et yo : R — R est une solution de (Fy) alors y + yo est
A QﬂA une solution de (E).
(+1 ) j) Siy: R — R est une solution de (E) et yo : R — R est une solution de (Ey) alors y + 2yo
? QﬁH est une solution de (F).

k) Siy:R — R est une solution de (F) et yo : R — R est une solution de (FEy) alors yo + 2y
est une solution de (E)




(orecas o exawon  Aloife B 4T wot 2003

ng:-u-uu_L 1 4 4
-~ f&-
@ CEITLIERY

/](4) A dhewx ccéu.,g (obl-\\(t?ﬂi (fo\ foiau & la 3= a,e_tw'— 9 JJ-'{'CA(‘Q)"O
Al W ——  (fa poee of & 3° Sawd) B Lk (A(D)=0

Ow /)o,u/sh‘nt“r iew L 4 ~laxe
g—’q’=> Fend A(‘—S N

oo dr b D" e esbbane
\L\Or.\ .J?.Z{ ML\‘{‘GI‘."A

,o;l-u«.g
) Ejpl;_pﬂo de Yeng
= Ta-ka, 14_ :—_ o Lo o "J(,( A’\U— Q WPQ{\OV\
o 2 O

._Qec_w,u:{'an“-k LEOQ'L_ L\
(e gfersbie= = Sy T
4 4 ol% \-ak?j
= O 4+ © .




&rl—i?l(: & reausn A?_#@w— I, A4S wa 2023
8.\:1:-:‘—\“ & = SN
W@- A(:’) (i ’;@) a  olex L‘ngokuﬁ l'o(,u.\ll?ub = 0(F+A{i =0

A@;(i@@j o dewx eolonuts "J»‘*\Ll“)‘*‘é < d‘*{'A(E):O
©

Q) ragAB)= ey (T (212>’ o
- r‘? } g ;;; ¢ 0 40 ;rﬂha o Mo | =4 cnréaw-n-\ln‘ck

Ly L.‘L
b b L-'i_'“‘?_ 4 4 1 VL_ '
P AR S LfL.L (Z;(;\_w{—g wet R
4+ 4\ / 4 2 L N - wata
Tﬁk—a, A(‘)}f ot (1_ 9 T :r-aka (O 4 :L> ’86""6 o T
Ll o XL X 0 x L
9 (@L 4_>
= Few 0@4_ = 5‘11
"R
Ly~ 2Ly () )
) PN PR ST A{;{) f A(Z) he Aot ¢>05 [,v\vu-z,{-%\ cor— Lot AlL) =0
o ob"l_ A'b) S0 (Oﬂw_ O,M:‘{\‘A .l.)eqsgiga‘.kou\', con HJ—'AZA(JL)LS
=t "““?f A(g < 5> ?a@“‘ > Y e w‘*'{\""UL A € M‘h (R>
ﬂ ) Wk AFO LD TG A=

.us“* FIRVIS

4 4 4 _
(}4> JLLA(")ZJ#L(i;X):&‘L‘(iL _>; OLL{"(:L 9‘/):
o 4 =-f 0
1 4 aF 2 LY hd
o 3 -l
5("1—{)(7-"2)

= =y_?’_4 - 5(¢—()='£" 3x t+ o

Heov o dat Abb =Q £ [1;4__ g A= ‘L)
(5\)75\‘;«74% G ob.f?'A(‘S) =+ . Do-e raka, A(3>-"5 (‘—0"’ A@é’\:{%

(¢) AL) ot cvawble e It AGAo
lrolow, A& (:« ) (é]f _ et t K = Gt
O UG TE3 R O I EAR A
7yt 4 9% = g3

==



—_ .
xy = + -
S5 <)
T T
Op\ a J\.OAQ—

s
—~
N
|
|
w

—_@ iS \/,.«;LQ;_» da. la ‘ﬁ""“"’"'@* g> 9>0‘~"‘ ‘Zb @&V-ULA ol

Lo wadnien A € /\é@) Q. & v« N Pansy A (S f—@=a&m
Deowe £ uxéjfwl‘b (‘;OQOMM-% A A-/‘5> *f‘b’l wend s £ose
Aenn RZ,

Crosia I T RO = —2Xr 5X2=><Z('OU+ 5>

—
P

oo X divie B +2

P obors> 3 b )> divine
Go-D)F = xF-axti

W N ON qyw £, olivixon PR/ L

2
_ fix%+3>x2+o-><—i x -axtd
2 2
S by Z X ~ax — 4
_xTpax -4 )2
_xTrex RNowe  P0)*{= (—ax—f) (-1

-

0

%MDM Pé&d— et

= ) dvise TalIrL



Hl_.tz,eOQl—l Qb.. ¢95‘7\ 7()‘) = er/}()-r{ = —(lX3+ 3)(2—i
Alocs T(L)=-2+3-1 =0

T/KX):"'EXZf-éX 4 T =0
e b W#Vséc;tc’ 24 o

(.X—i)L olivise ‘Téc)—_);(x)u_

Deo-e a=4 ast wke Rach
polpte T =PL)tL P 2
(I,é) x‘ 9(@ ot o'&ViM{g\ Tar XZ(X-[) aéarA Er N OW%V\QM

SE) el g~ Q@) - le-17SE). T
p6) + 6o+ = BE)TLT B = e 4 K6 S6) =
= x5 (-axt o+ éf/ty_sd_()c)>
> & davim, PatOM 12
Usrors 1 (o™ divise P +80 L
O. aect qon G civime TalItL Pome = on MI”M

S0 tl g P)+1 = (e S,

o To) on o
S, ) = — XL . -
Doe P+ Q)L = BA)HL 1) = (x-1) 3,09+ (-0 % 369
= k- t)z(sz 0+ X S,(k)j
=2 (X'f\v_ S vine ?3&5 + QL) +4
O o o B divine ?3(5<)+<9(><)+Z of g
G- davise Pobe)+ Qi)+ L . Do T e dofoshor

L &, RE+8KEC.




(,I_; :bqq,ﬂb T.8) PR+ X(x-0)%e & .
AT g A e

auqEC-)) =
(Ja!) ':FD.»J" = , o~ = r:P (X)Q(g .G-'P Aﬂa
?(X) ?(5<3+><(J<0 e

P )=

?W n=u , " =
o J»Ua, q) (X> -
Pose 29,

dogran (€ P6)- ?(x%x(x)xe&
a?g[x)-% 2t

=t oha = h cos-

Aﬁ%(?‘(Xﬁ)?’Xh—U = n |

af> 9. PK), Pl €& o boss
,L{‘ o B ?(X)‘{' 2

X Ad v IR “P(x)+2
= __j’ s Taéuﬁ‘w <) o S(XS +.0s s

PE)+d = X7 SE) ot DE)td = ng()

= PA&)-F 9= POt - (“P(x+oz X (s - s/x))
> & L PO~ 6.
S v (o) divire DO+ o s PO+

= T dewx G;oéwgwé T o T 6 wl g
PE)+a= -0 TE) =t Ppdts= (X")i’i(x)

> PP - 6V (TB-TH) =




=> (X’—BL danvisne “P(x) "('\S(k} '

Te) O . ©K=XSE).
Dy K ama o s rme 0 obors B@=0. B 06 - 34
A dova , dovs o2 ams , O @ O s@) =0 = a=4 ot
foeiw— s Q6D .
Jc)(LS((x)_

D @) = () SE) x=S/6) = aX SX)
fot! =z o~ Q)

y 3@+ S @k

i) A a=L
R&'fb 9[1-) = Q/(i) =0 = S(D = 0 oF ollaqrf% i
= S(:Q—-— S((D=O % a=4 o
L S

D) B (o) diven BE ol
= é(—{)L Aavist

a=4i o
Q) d’:ﬁf‘w
SE).

e 36) g
o) o3

>

pbhiphets 2L M 3 () i oaa T
m@#?&;ﬂ »a u S&)

" o
L’_ﬂ._c) 5; Q6 o divisa s g X By e (fo%w&
'&\' 26 ¢g~-> Q (X) ,U>+ A}.vf%—f% fwt_

Q6= x*sA . -
) AL(‘.—"——@) 9 S(X) ot cuca o&vi‘h—?&k T"‘r (X’—l
% TA) ' o dow e

sue T R 5 Sé) = (1)
= 9k »t i € P

dr Lo

oA =
> Jw 8
Q6 = & G- T

X3(e-1)".

Damen (2, Do) - BE wb R

pa (X'r\l => (DA’QO,«-.JD @_Q) ‘P(x),—‘?a&)
O Rl g~ PO)-PR= X)) S

) > T e e S
azd  PEY= ROV X e-) 363



Tl PO) = PO + L) S
8 Sp)=0 ,ablry PLY= Pas) < dkazp();._d?%(x}:g
s S 40, olers oﬂa S =0 o

% (X(-0"569) - des (X" (x-if ) s S = 4+ des(34)

= 4.

éx.e,roiu Zﬂ:

(B) (’ju‘448f+408——o , +teR
@ (e-o) A=) +40 =0
A= 42-40=-41 , Jn =9

)&4__ > =£ P /\ZD T = 40

<‘3‘> @A N )1,4’/\9’ ) %oug oqlq_qu{.)b & contS
'elxwwm@& Ao *Le«:{lb Do )Soe«h[‘\o@ Ae (EO) A vobhcr

Hhaws gt
f 4:R-R 8(+3=C£’+q£’ﬂ b4 €R /CL,CZC-‘%Pj

& 'Ql LU\LD\A-@KQ da ‘{“@«'!‘JA 'gb /groeb(io% da_ (Eo> o Vﬂ‘&yvrj

A aw, C osk -
»fg;%—»([ : CAJ(JCFC,J\LC,Q , #f teR /C.L(CLeg






