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Exercice I. Pour tout € R on consideére

1 1 1

1 2 =

1 4 2a?

(1) Sans faire de calculs, montrez que det(A(1)) =0 et que det(A(2)) = 0.

(2) Trouvez le rang de la matrice A(1) et le rang de la matrice A(2).

(3) les matrices A(1) et A(2) sont-elles inversibles? Pourquoi?

(4) Pour tout z € R, calculez maintenant det(A(z)) en fonction de z et montrer que x = 1 et = 2 sont
les seules solutions de I'equation

A(z) =

det A(z) = 0.
(5) On pose x = 3. Quel est le rang de la matrice A(3)? Justifiez votre réponse.
(6) Montrer que la matrice A(3) est inversible et calculer la matrice inverse A(3)~! de A(3).
(7) Montrer que la famille des vecteurs

1 1 1
B= €1 = 1 , €2 = 2 ,€3 = 3 s
1 4 9
forme une base dans R>.
(8) On considére la base canonique de R :
1 0 0
Bc - 0 5 1 y 0
0 0 1

Soit f : R® — R? une application linéaire ayant la matrice de representation

M, 5.(f) = A(3)

dans la base canonique B,
a) Montrer que l'application f : R® — R? est bijective.
b) Quelle est la matrice de representation dans la base B, de I'application réciproque f~1 : R3 = R3?
c¢) On considere le vecteurs ey, ey et e3 de la base B définie dans la question (8). Que vaut f~*(e1)?
Que vaut f~1(e1 + 2e3)?

Exercice II.  On considére S I'ensemble de tous les polynémes P(X) € R[X] tels que (X — 1)? divise le
polynome P(X) + 1 et X2 divise le polynome P(X) + 2.

(La) Vérifier que P3(X) = (X —1)%(2X — 1) € S. Quel est le degré de polynome Ps(X)?

(Lb) Vérifier que si un polynéme Q(X) est divisible par X2(X — 1)% alors P3(X) + Q(X) € S.
(I.c) Trover un polynéme P,(X) de degré 4 appartenant a I’ensemble S.

(I.d) Montrer que pour tout n > 3 il existe un polynéme P,(X) € S de degré n.

On remarque que d’apres la question (1.b), P(X) = P3(X) + X?(X — 1)25(X) € S pour tout polynome
S(X) € R[X]. On se propose maintenant de montrer que pour tout polynéme P(X) € S il existe S(X) € R[X]
tel que P(X) = P3(X) + X?3(X —1)25(X).

(IL.a) Montrer que si P(X), P(X) € S alors P(X) — P(X) est divisible par (X — 1)2 et par X2
(IL.b) Pour Q(X) € R[X] on considere le polynéme dérivé Q’'(X) de Q(X). On suppose dans cette question
que Q(X) € R[X] est divisible par X2 et on note S(X) € R[X] le quotient de la division euclidienne de
Q(X) par X2. On a donc
Q(X) = X?S(X).
i) Montrer que si a = 1 est une racine de Q(X) alors @ = 1 est aussi une racine de S(X)
ii) Verifier que Q'(X) = 2XS(X) + X29'(X).
ili) On suppose que @ = 1 est une racine de Q(X). Montrer que si la multiplicité de la racine a = 1 de
Q(X) est plus grande ou égale & 2, alors la multiplicité de la racine a = 1 pour le polynéme S(X)
est aussi plus grande ou égale a 2.
iv) Montrer que si (X — 1)2 divise Q(X) alors (X — 1)? divise aussi S(X).
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(IL.c) Montrer que si un polynéme Q(X) € R[X] est divisible par X? et par (X —1)? alors il est aussi divisible
par X2(X —1)2

(IL.d) En déduire, en expliquant votre raisonnement, que pour tout P(X) € S, il existe S(X) € R[X] tel que
P(X)=P3(X)+ X2(X —1)29(X).

(IL.e) Quel est le degré minimal de tout polynéme P(X) € §?

Exercice ITI. On se propose de résoudre ’équation différentielle

(BE) o' —11y +10y=te ' +¢', teR.

On considere 1’équation homogene associée

(Eo) o' —11y +10y =0, tcR.

et les équations

et

(By) o' =11y + 10y =te™", teR,

(By) o — 11y +10y =€', teR.

(1) Ecrire I’équation caractéristique associée a I’équation homogene (Ejp).

(2) Résoudre I’équation homogene associée.

3) (Attention! Dans cette question, toute faute dans vos réponses donnera des points négatifs!
g

(QCM) Vrai ou faux?

On peut trouver une solution particuliere y; : R — R de I’équation (E7) en la cherchant sous la
forme y;(t) = ate™t, Vt € R, avec a € R une constante inconnue.

On peut trouver une solution particuliere y; : R — R de Iéquation (FE;) en la cherchant sous la
forme y; (t) = (at + b)e™?, Vt € R, avec a,b € R des constantes inconnues.

On peut trouver une solution particuliere y; : R — R de Iéquation (E;) en la cherchant sous la
forme y; (t) = ae™t, V¢ € R, avec a € R une constante inconnue.

On peut trouver une solution particuliére yo : R — R de I’équation (E5) la cherchant sous la forme
y2(t) = ate™t, Vt e R, avec a € R une constante inconnue.

On peut trouver une solution particuliere yo : R — R de I'équation (F3) en la cherchant sous la
forme yo(t) = (at +b)e™?, Vt€eR, avec a,b € R des constantes inconnues.

On peut trouver une solution particuliere yo : R — R de I’équation (E3) en la cherchant sous la
forme y>(t) = ae™?, Vt € R, avec a € R une constante inconnue.

Si g1 : R — R est une solution de (E;) et y2R — R est une solution de (E3), alors y1 + y2 est une
solution de (E).

Siy; : R —=Retys: R — R sont deux solutions de (E) alors y; — y2 est une solution de (Fy).
Siy; : R — Ret yz : R — R sont deux solutions de (E) alors y; — y2 est aussi une solution de (E).
Siy; : R — Retys: R — R sont deux solutions de (E) alors y; — y2 est une solution de (Ejp).
Siy: R — R est une solution de (F) et yo : R — R est une solution de (Fy) alors y + yo est une
solution de (E).

Siy:R — R est une solution de (F) et yo : R — R est une solution de (Ey) alors y + 2yg est une
solution de (E).

Siy: R — R est une solution de (E) et yo : R — R est une solution de (Ey) alors yo + 2y est une
solution de (E)

(4) Résoudre I’équation (E).



