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Exercices 1) tt te ] = ]o,
+ roc

,

t'(E) = - ln (t) - t - f- +1 = - la (f) = -1A)
et done F est une primitive de la fonction f.- J- R surf .

2) l' ensemble des solutions de l'Equation homogène y
'
- h

y
-0 sur J

est l' ensemble de toutes les fonctions y :] → R de la forme

- Flt)
= ce

tht - t

yct = ce
,

t c- J
avec CE R

.

3) Pour trouver une solution particulière yp :J - R de l'Equation
y

'
- b. (f) y

= et
,
tej

on utilise la methode de la variation de la constante : on cherche

Jp
'

- J - R sous la forme ypct)
= K (f) etlh")

- t

,
1- c-J

,

où K : J - Pr est une fonction dérivable sur J .

Pour une telle fonction

thct) - t +lut
+ez ⇒y! - la (f) yp = n' A) e et done

y! - hltyp -- e

⇐ K' (e) e-
+

=L HTEJ <⇒ ☒
' G) = et tt te ] .

Il suffit donc prendre à la place de K l' une des primitives de

la fonction exponentielle k(f) = et
_

te] sur J .

On peut choisir K = et
,

H tej .

On obtient done ypet = et _ ethlt -t = etat
,
+ c-J ,

th (t)4) L'ensemble des solutions de l'équation y
'
- h A)
y

= e sur floral
est l'ensemble de toutes les fonctions

y
:J - R de la forme

TGA) -t

yct) = g. A) + Ce = et" ( 1 + cét)
,

c- EJ
avec C E R

.

Exercices 1) On résout d' abord l'Equation caractéristique
✗2- 6,1 + f = 0 <⇒ d = de = 2 on -1=-1--4

On
a

d
, -1-42 .

Donc l'ensemble des solutions réelles de l'équation homogène (Eo)
est l'ensemble de toutes les fonctions y :

R -R de la forme yctt-cee-t-c.ae#,t-eR.
avec Ca

,
GEIR .

C'est un ☒ espece vectoriel de dimension 2
.



2) Pour trouver une solution particulière y, de l'équation F-e) on remarque que
②

sa partie droite est de la forme p G)
ett avec une fonction polynomiale

plt) =p ,
1- c-R

,

et
je
-
- O

.

Etant donné que je
# di

,
V-i-s.ie

,

on cherche
ya sous la forme

y, (f)
= get e
"

=

qct) , TER
avec q :R→R une fonction polynomiale du même degré que p (e) :

get = at +6 ,
avec a. be R .

Pour une telle fonction
, y'a G) = a TER et y! =o ATER

.

Donc "
-

6g ! + fy, = - sa + Sat +8f = t TER
Je
⇒ a = 1g et la = Ega = 3-

32

*on- y, G) = f- t + 3-32 tt te R
.

3) Pour trouver y, ,
on remarque que

la partie droite de

(Ee) est de la forme plt) ett avec une fonction polynomiale pk) -1 HTER
et

pu
= 2--4<=1-12 .

On cherche done ya sous la forme git) = qctét
avec

q : R
- R une fonction polynomiale de degre degp +1 .

Etant donné

que degp - ° ,
on a donc

g. (f)
= A- 1- + B

,
1- c-R avec A.BER

des coefficient à trouver
.

Pour une telle fonction git) = @ 1- +B) ét ,
fer

,

on a gilt) = A et + 2 (At + B)ét it TER
,

et

j'£ G) = HAÊ + 4 (At + B)ét Lt TER
.

Done

gilt) - 6yict-sydt-4Aet-4-t-Bet-GAE-ea.CA/t-e2+-f(At# =
=
- 2AÊ a t c- R

et done yi-R-Rverif.ee ⇐e) ⇒ - 2A Et = e
"

H TER <⇒ A = - 1g .

On troue donc
y, G)

= - Ête
"

,
te R ( la constante B peut etre arbitraire)

4) ☒
aprés

le principe de la superposition, on trouve une solution particulière de (E):

g.A)
= g.A) +git) = f- t + Ça

- Et et
,

1- c-R
.

5)d- 6) L'ensemble des solutions réelles de (E) est l'ensemble de toutes les fonction y : R - R

de la forme y (f)
= yplf) + Ce êttcze

"
= f-1- + Ça - {te

"
+ Cee
"

+ Ge
"

,
KTER avec

Ca
, Ca

c- R
.

Cet ensemble n'est pas un espace
vectoriel car il ne contient pas 0 (on pert

aussi montrer qu' il n'est pas stable ni par les additions ni par les

multiplications par des scalaires )
.



③Exercice 3
mm

1) On applique les opérations élémentaires

- 2 1 2 - 2 1 2

2 3 dit ( o 2 3

¥
a µ g) Êz→↳→ dit / ° & 3) = 4+-0ouf! ! ! )↳→↳ O O - 1

Etant donné
que A c- M

>
(R) et que

dit (A)-10
,
on déduit que rang (A)

=3
.

0 2 H O O O

det (
° & "

2 0 1) = det (2 o e -
- det(2 0 2) = 0 car la

R
q

& 1 3L ° 1 2)
↳ → L, -↳

0 1 2 première ligne est
nulle

.

et etant donné
que

les opération élémentaires ne change pas le rang
de la

matrice
,
on obtient

O O O M O L

[ ! !) =

rang/a 0 1 a-☒ 2) = 2 , car on a une

rang (a 0 1

° a
2) =

rang/ 0 0 0 matrice Echelonné par
la droite avec 2 pivots .

2) d-3)Pour une matrice
,

la dimension de l'
espace vectoriel engendré

par ses vecteurs allonnes est égal à son rang .
Donc

,

d'apres e)
,

l'
espace

vectoriel engendré par les vecteurs (Ê) , (! ) ,/?)est de dimension 3
,
et l'espace vectoriel engendré par

les vecteurs ( Ç) , (?) , (!) est de dimension 2
.

4) Etant donné qu' on a trois vecteurs e
,
=(Ê ) , ez=/&) , ↳=/{| dans un espace

vectoriel 423 de dimension 3
, pour

montrer qu'ils forment une base dans pis , il suffit de montrer que
la famille Lee .ee.es) est génératrice dans Rs

.
D'apres la question précédente ,

Jeet
@
(e, .ee, ez ) est un sous -espace

veef
.

de 1Res de dimension 3

⇒ Teetpfee.ee, e) = Rs ( car dieu À = dim-V.at (ee.ee, ez))
⇒ la famille Cee .ee.es) est génératrice dans Rs

.

La famille (§) , /§) , (fa) ne forme pas de
base d- as Rs car d'apres la question

précédente , dim Teatr(({ ) , (!) , f) =L < 3 = dim Rs

(cette famille n'est pas génératrice dans Rs)
.

5) La matrice A est inversible car det (A)=/ 0 .

La matrice B n'est pas inversible car det (B ) - O .



④
Pour trouver A

"

,
ou résous le système

- 2 -1 2 xp Y ⇒ -224 +22 c- lisez-y,

(O 2 3

y a a)(x =/¥2 2×2+3%72
Js { Lex

, +2oz + as -7s

⇒

[
÷. - " "i"

⇒ [
" +

ÏÏÏÏ
,

2×2+323=82 272+323--92
4×2+523 = 2g , + yz

§ 1⇒

qui
-

""± "- ±"
⇒|!;) .fi - ±

-

Ïx
,
=

3g ,
- Eyre + { yz

-

a
:-||!:)as

=
- 2g, -1292

- y,
3

- s Ze - E
,

i

Joue
A- 1- (3 -

5 3g)-2

-2 2 -11

%"-ep(- e) = C- e)" + a - (-15+21-15+2.6) -11
= 0

Done a = -1 est une racine de P
.

Pour trouver l'ordre de sa multiplicité , on commence par
calculer D'C- e) :
D'G) = 4×3-1 6×2+4×+2

,
D'C-1) = - 4 + 6-4+2=0

Etant donné
que

D' C- e) =D
,
on cherche P

" (e) :

P
"

(x) = 12×2+12×+4
,
P
" (1) = l2 - 12+4=41--0

On a Pfs) =p
'

C- a) =o X-P
"

/- 1)
.
donc l'ordre

de la multiplicité de la racine a = -1 est 2
.



⑤b) ✗ 4+2×3-12×2+2×+1 1×-2+2×+1
✗2+1

-

+4+21>-1%-2+2×+1
-

✗2+2
⇒
Donc D= @2+2×(-142+1)=1×+1%2+1
Le polymnie (✗ + 1) est irréductible dans RG] car il est

de degré L ,
et le polyhouu ✗ 2+1 est irrrdnetifb dans

☒ [×] car il est de degré 2 avec les racine complexes :

✗2+1=0 ⇐ se = ± i.

(c'est un polynôme de la forme ait + e avec

a.Geek tels que a- = f2 - Hae < o )




