
CY Université - L1 MIPI, Algèbre 2, Contrôle continu final

Exercice I. Soient J =]� ⇡/2,⇡/2[, et F, f : J ! R deux fonctions définies par

f(t) = tan(t) et F (t) = � ln(cos(t)), 8t 2 J.

(1) Justifier que la fonction F est une primitive de la fonction f sur J .
(2) Résoudre l’équation di↵érentielle y0 + tan(t)y = cos(t) sur J =]� ⇡/2,⇡/2[.

Exercice II. On se propose de résoudre l’équation di↵érentielle

(E) y00 � 2y0 + y = e�t
+ et, t 2 R.

(1) Résoudre l’équation homogène associée

(E0) y00 � 2y0 + y = 0, t 2 R.
(2) Trouver une solution particulière de l’équation

(E1) y00 � 2y0 + y = et, t 2 R.
(3) Trouver une solution particulière de l’équation

(E2) y00 � 2y0 + y = e�t, t 2 R.
(4) En déduire une solution particulière de l’équation (E).

(5) Résoudre l’équation (E).

Exercice III. Soit P = X4 � 4X3
+ 5X2 � 4X + 4.

a) Montrer que a = 2 est une racine double de P .

b) Décomposer le polynôme P en produit des polynômes irréductibles sur R.
Exercice IV. Soit

A =

0

@
�1 1 1

0 2 1

1 1 1

1

A

(1) Calculer le determinant de la matrice A. Quel est le rang de la matrice A? Est elle inversible?

Pourquoi?

(2) Montrer que la famille des vecteurs
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=
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est une base de R3
.

(3) Soit B la base canonique de R3
. Ecrire la matrice de passage PB,B0 de la base B à la base B0

.

(4) Trouver la matrice de passage PB0,B de la base B0
à la base B.

(5) Soit f un endomorphisme de R3
dont la matrice de representation dans la base canonique B est

MB,B(f) =

0

@
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1
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Montrer que dans la base B0
, la matrice de representation de f est

MB0,B0(f) =

0

@
1 0 0

0 �1 0

0 0 2

1

A

(6) On considère des endomorphismes fn, n 2 N⇤, définis par f1
= f et fn+1

= f � fn
pour tout

n 2 N⇤
. Calculer la matrice de representation de fn

dans la base B0
.

(7) Calculer le matrice de representation de fn
dans la base canonique B.
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Corrigetu

Exercices 1) f- (f) = nov (t) avec vct) = cost) ,
V : ]- Î , -1f → Jo. 1C

et re (x) = - lune
,
re : Jo

,
+ • [ → R

.

t'A) = v
'

(e) n'ovct) avec v
' G) = - sint) et n' (a) = - ÷ .

Donc

f-
'

(t) = - sinlt) . %-) = tank) = f- A) tt te] - E. IL ⇒ F est une primitive
de f- sur ]- E.II.
2) RÉ de é¥ho: (E) y

'
+ ton (a) y

= o

D'apres le théorème du cours
.

l'ensemble des solutions de (E) est

{ = { y :]- E ; EGR : ya) -- ce
-

F. "b- te]-E.Il l c c- R }
avec FH) une primitive de la fonction f :]-E.E[→ R définie par f-G) = taul-Y-tc-J-I.FI
On

a donc

# = {y :]-Ê ,E[→ ☒ : y#
= celweoxt)= coosctp-t-J-E.FI/ceR }

ÊËÊÏ=Ë
.
+ es - ± . :[

sous la forme ylt-cctcosa-Y-tc-J-E.EC ,
( on applique la methode de la variation de

p la constante)

yjk-i-tanlty.lt) = l' (f) eosct) t te ]-E)II. On a donc

j'plt) + ton G) yplt) = cost) N-tc-J-E.EC <⇒ c'G) = 1

⇒ c'A) cost) = cas G)
,
H te]-¥ ,Ê[ <⇒

<⇒ c'A) = & H te] - E , E [ ⇒

CA) = t + K H te ] - Î ,Ef avec K c- R

On peut pondre CH) = t v-tc-J-E.EC ⇒

ypct = tas (t) t te ]- E , E [ .

LÉLIE :

S' = {y:]-E.Ê[→ R : y A)
= tas# + cocos G) tte]- E , E[ / ce R }

Gérante (E) y
"
-

2g
'
+y

= et + e-+
,
t c- R

a)R¥Éy "

-2g
'
+

y
-0 :

Equation caractéristique -12-2.1+1=0 a une racine double d =L ( = 4-4=0)
⇒ l'ensemble des solutions de (Eo) est

& = {y : ☒→ R :

y A)
= ¢,

+ tcz) et v-tc-RIG.cz c- R }
2) Cherchons une solution particulière y;- R - R de (E) y

"

-2g
'
+

y
= et

.

On a une Equation de la forme y
"
- 2g

'
+

y
= PA) e
"
avec P = 1 un polynôme de

degré 0 et je =D
la racine double de l'Equation caractéristique .
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Donc

, d'apres le cours
,

il
y
a une solution particulière de (E)

y, :D
→ R de la forme y, (

t) = Oct) et
"

= oct) et
,

+ ER
,

avec Q un polynome de degré deg Q = degp -12 = 0+2--2
.

On peut donc chercher une solution
y,

de (E) sous la forme

g. A)
= @ t' + ist + c) et ,

te R
.

De plus 4 B.CER la fonction g. A)
= Est + c) et est une solution

de l'Equation homogène associée (Eo) y
"
- 2g

'
+ y
-0 et donc

d' aprés
le principe de la superposition ,

si
ya

: R → R

définie par gdt) = (ATI Bt + c) et , H TER ,
est une solution de

(E) alors §, = y, - y, est aussi une solution de (Ea) .

On peut donc chercher une solution particulière de (Es) sous la forme

y, G)
= Afet

,
TER

.

Pour une telle fonction
,
on a yé (t) = 2Ate + Afet et

y;
G) = 2A et + ↳At et + AÈÈ tt t ED

et

g.
"

G) - 2yict-y.lt) = ¥-1 -144A- +2A - 4¥# +AX) et = LA et
,

tu + c- R
.

Donc une telle fonction y,
vérifie (E)⇐ 2A = 1 ⇐ A = §

<⇒ pyjt-jtetsv-tc-R.FI
3) Cherchons une solution particulière ya

: R - R de l'equation
(Ea) y

"

-2g
/
+

y
= e-

+

.

Nous avons une équation de la forme y
"

-2g
'
+y

= PA)et
"

avec PG) =L une fonction

polynomiale de degré 0 et
pu
= - 1 # -1--1 (à 4--1 est une racine double

de l'Equation caractéristique) .

Donc
, d'apres le cours

,

il
y a une solution

particulière yi.IR - R de la forme y, G) = @ (f) EN = Octet
>
TER

,
avec

0h un polynôme de degré degtl = deGP =D .
On peut donc chercher une

solution particulière de (Ea) sous la forme yzlt) = aét avec a C- R
.

Pour une telle fonction
,

yi-2yi-iye-ae-t-z.ae
"
+ aét = Ha e-

+

et donc

y, vérifie (Ed <⇒ 4A =L <⇒ a = ¥ <⇒

fyact-1-ye-tv-tc-R-f-DCher-xtpa-LY.de(E)
.

Nous avons trouvé une solution

particulière y,
de (Es) y

"

-2g
'

-1g = et
,
TER

,
et une solution particulière



③
ya de (E) y

"

-2g
'
+

y
= e-

+

,
te R

.

D'apres le principe de la superposition , yp
=

y,
+ ya est donc une solution

particulière de (E) y
"

-2g
'
+

y
= et + e-+

,
t c- R

.

⇒

fypet-jfet-1-ye-t.U-tER-DMousav.wstrouvé l'ensemble des solutions de l'équation
homogène associée (E) y

"

-2g
'
+ y

- °

So -_ { y :B - R : get) =@ + cet) et ,v TER / cirer}

et une solution particulière yp de (E)
.

Donc l' ensemble

des solutions de (E) est

S = {y :B - R : ycttypct) + ¢, -1Gt)et , HTER /G.GER}

=/fj.R-R.yct-EEet-ije-t-G-iatet.ttc-RIG.GE/RY.&
dxercice3.mn P = ✗4- 4×3+5×2 - 4×+4

a) a = 2 est une racine double de P⇒ P(2) =P"(2) =p et p
"

(2) =/ O .

P
'
= 4×3- 12×2+10×-4

,
P
"
= 12×2-24×+10

P(2) = 16 - 4-f +5 - 4 - 4.2 + 4 = 16-32+20 - f+4 = 40 - 40=0

P
' (2) = H - f - l2 - 4-+10.2 - 4 = 32 - 48+20-4 = 52-52--0

P
"

/2) = 12-4-24.2+10 = 10 1--0

Dana a = 2 est une racine double de P
.

2) On sait
que

a = 2 est une racine double de P
.

Done (x- 2)7×2-4×+4
divise P .

On effectue la division euclidienne de P par
✗2-4×+4

×" -4×3+5×2- 4×+4 |Ë-

IÉ
- ↳ ✗ + ,

* + h

-

✗
2
- ce ✗ +4

→

On a done P = finit 4) (✗↳ e) = G-2f# e)
Le polynôme X - 2 est irréductible sur R car degG-2)=L
et le polynôme ✗2+1 est irréductible sur R car il n' a pas de

racines réelles ( A = à -4 = - 4 < o) .

Donc

TÊTE est la decomposition de P

en produit de←ti fhs sur R
.
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Exercices A = /

- t 1 1

0 2 L

r r e)
D out A = dit/! ! !0 2 2) ( on remplace La par Letty)

= C-§
" >

- 1. dit ( { {) développement le long )( de la 1- iere colonne

= 2- 4 = - 2
-

Etant donné
que AEM

>
(R ) et

que
det (A) -10

,
on déduit que

IES et queAnti-DSoit Ds la base canonique de Rb
.
Alors

det (eé
,
eé

,
e
,

' ) = det / ! !) = det A = -2--10
0 2 1

B

et donc la famille des vecteurs D' = ( e!
>
ée

,

e!) est

une base dans 423
.

3) La matrice de passage Tfzgz , de la base canonique B à
la base B

'

est constituée des colonnes des coordonnées des vecteurs là
,
eé ,
l'
as dans

la base B
.

On a done

P
BB

'

= [
& 1 {

° 2 2) = A

1 1 1

4)
p =p

- t

BB
'

= A
-1

D' B

Pour trouver la matrice A-
1
on résout le système

2x
,
=

yz
-

y , l - x , + xztxz
-

y,

A/⇒ = §:) ⇐ {
" + « + ses

-
- y ,

2x
,
+ xz = yz ⇒ [ Zxztxz - yz ⇐ {2xz-ixz-yz.ms

Jz x, +
se
_
+ xz

=

y> 2×2+2×3=2+73 xz - y,-1g>
-

y ,

x ,
= - { y, + Ey, - te o {

-⇒ [a = Ilya - x» = - Eye +ya - Ey, <⇒ (÷:/ =/- ± e -!|}se
>
=

y ,
-

yztyz 1 - 1 1 93

On a donc - { o Ie
p = A-

"
= | - ± s -"D'B
L -I 1
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5) D'apres le théorème de changement de base

all p
- L

gigs,
(f) = elle (f) - P

BB
' BB BB'

=Ë : :|: :: :X:
"

- { 1 - § z - z z

° "

e. a)
- 1 - L 1 0 0

÷ : :
.

= /- ± e -E)( o -2

- , =/ o - e o

o o !
6) On sait que pour deux endomorphismes f. g : Rs→À

attrapiez, (f • g) = allez, (f) -

allez, (g) .

On a done H in
,

all
g.g.
( f
" ' ) = allez,.gg/fofn)---dlgigs
, (f) - allez.gg, (th)

: : : :et donc
, par recurrence

, atlgz.gg, (F) = @g.gg/t)J-- ( o - e o)
1 0 0

=p:(Ï : = ( • * o

o o à] 0 0

a)D'apres le théorème de changement de bases
,

allez (F)
= P
"

pggg,
(f) P

B
'
= P

BB
' allez, @(f)pas'

B

M
B'B

- E o à/ == ( o e e (o C-D
"
o )/- t 2 - E: : : : : :

1 - L 1

- a -

e)f-
± où ± -à -¥ -ici -

" un

-¥ -¥/ =/î - ti" - inti
"

ai - c-et=L : : : si-1¥
"

-ici
"
et y2h - 2

"

2
"


