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Exercice 1 : Soit f : R −→ R une fonction réelle dé�nie sur R. Soit x0 ∈ R.
a) Écrire la dé�nition mathématique avec des quanti�cateurs de la propriété

"f est continue en x0".

b) On considère la propriété

(P ) ∃k > 0, ∀x ∈ R, ∀y ∈ R, |f(x)− f(y)| ≤ k|x− y|.

Écrire la négation de cette propriété.
c) Est-ce qu'une fonction f satisfaisant la propriété (P) est continue sur R ?

Exercice 2 : a) Calculer (si elles existent) les limites suivantes

lim
x→0

sin(5x)

x
, lim

x→+∞

x3 + 1

2x3 + x2
cos

(
1

x

)
,

lim
x→1

x− 1√
x− 1

, lim
x→0

sin(5x sin(x))

x2
.

b) Soit f la fonction dé�nie sur R∗ par

f(x) = sin(x) sin

(
1

x

)
.

Montrer que f est prolongeable par continuité en 0 en une fonction f̃ que l'on
précisera.

Exercice 3 : Calculer le développement limité à l'ordre 3 en 0 de la fonction

f(x) = sin x− ln(1 + x).

En déduire, si elle existe, la valeur de la limite lim
x→0

sinx− ln(1 + x)

x2
.
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Exercice 4 :

I. Soit f une fonction dé�nie et continue sur l'intervalle fermé [0,+∞[ et dérivable
sur l'intervalle ouvert ]0,+∞[. On suppose que lim

x→+∞
f(x) = f(0).

a) On dé�nit la fonction g sur [0, 1] par

g(t) =

{
f(− ln(t)), 0 < t ≤ 1,

f(0), t = 0

Montrer que la fonction g est continue sur [0, 1] et dérivable sur ]0, 1[.
b) Calculer g(1) et g′(t).
c) Enoncer le théorème de Rolle et en déduire qu'il existe c ∈]0, 1[ tel que g′(c) = 0.
d) En déduire qu'il existe une valeur d ∈]0,+∞[ tel que f ′(d) = 0.

II. Soit f : R −→ R une fonction réelle dé�nie et dérivable sur R. On suppose
que

lim
x→+∞

f(x) = lim
x→−∞

f(x) = l ∈ R.

Montrer qu'il existe d ∈ R tel que f ′(d) = 0.

Indications : On pourra déterminer une fonction ϕ :]− π
2
, π
2
[−→ R véri�ant

a) ϕ est dérivable sur ]− π
2
, π
2
[,

b) ϕ′(t) > 0 pour tout t ∈]− π
2
, π
2
[,

c) lim
t→−π

2

ϕ(t) = −∞ et lim
t→π

2

ϕ(t) = +∞,

puis considérer la fonction

g(t) =

{
f(ϕ(t)), si − π

2
< t < π

2
,

l, si t = −π
2
et t = π

2
.

On adaptera en�n la méthode vue en I pour montrer le résultat.

2


