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Exercice 1.

1.
w?=(1-iv3)?=12-2V3i+(iv3)?=1-2V3i-3=-2-2V3i.

1 1 1+iv3 1+iV3 1 V3

= = = —+i
wo 1-iv3 (1-iv3)a+iv3) 4 4 4
2. Le module de w est |w|=1/12+ (v/3)2=v1+3=2. De plus :

w 1 V3 T (T =z
—:——1—:cos(——)+1sm(——):e 3,
lwl 2 2 3 3

donc I'argument de w appartenant a |-, 7] est —3.

3. Calculons le discriminant du polyndme P(Z) = Z%2-27+4:
A=4—-4x4=-12.
Une racine carrée de A est § =iv/12 = 2iv/3, donc les racines de P sont :

—(-2)+6 2+2iV3 —
z1 = ( 2) = 21\/_:1+i\/§=w,

—(-2)-6 2-2iv3
Zp = (=2) = \/_=1—i\/?_>=w.
2 2
Ainsi, les solutions de P(Z) =0 sont w et w.
4. Ona:
Z2"—27"42=0 < P(z")=0 < z'=wouz"=w.

Les solutions sont donc les racines n-iemes de w et de w. 1l suffit de calculer les racines n-iémes de
w, celles de w s’en déduisent par conjugaison. On cherche z = rel avec r >0 et 6 R tel que 2" = w :

. o
"= w = r"e™ =2e713

r'"=2
— T
nBE—g mod 27

. . 1 i(_L_'_M)
Les racines n-iemes de w sont zx =2ne'" 37 »

de 22" —2z"+4=0est:

avec ke {0,1,...,n—1}. Ainsi, I'’ensemble des solutions

{zr:ke€{0,1,....,n-1}}U{zr: k€{0,1,...,n—1}}.



Exercice 2.

1.
x+2y+ 3z=0 X+2y+ 3z=0
2x— y+ z=0 < -5y— 52=0 IL,—1,-2L;
5x+3y+mz=0 —7y+(m—-15)z=0 L3—L3-5L
X+2y+ 3z=0
= y+ z2=0 Ly—-iL,
-7y+(m-15)z=0
X+2y+ 3z=0
— v+ z=0

(m—-8)z=0 L3—L3+7Ly

2. Si m #8, le systeme est de rang 3. Si m = 8, il est de rang 2.
3. Pour m # 8, le systeme est de rang 3 donc il admet une unique solution : la solution nulle. Donc

Fp, ={(0,0,0)}.
4. Sim=8:
X+2y+3z=0 x=-A
(HA) = v+ z:O@{x:_Z@EI/IE[R{, y=-A
0=0 y=oF z=A.

Ainsi, Fg = {(—A, -ALA):Ae [R} = Vect(u) avec u = (-1,—1,1). Le vecteur u est non nul, donc c’est une
base de Fg et dim(Fg) = 1. Ainsi, Fg est la droite vectorielle dirigée par u.
Exercice 3.
1. f estlinéaire si:
e Vx,y€E, f(x+y)=fx)+ f();
e VX€E VYAeK, f(Ax) = Af(x).
2. Par linéarité, f(0z) = f(0-05) =0- f(0g) = 0.
3. Le noyau de f est I'ensemble Ker(f) = {x € E|f(x) =0p}.

4. Premierement, Op € Ker(f) d’apres la question 2. Deuxiemement, montrons que Ker(f) est stable par
combinaisons linéaires. Soient x, y € Ker(f) et soit A € K, montrons que x + Ay € Ker(f). Par linéarité

de f,ona:
fx+Ay)y= fx) +A  f(y) =0g
—— —~—
=0p =0p
car xeKer(f) car yeKer(f)

donc x + Ay € Ker(f). Ainsi, on a montré que Ker(f) est un s.e.v. de E.
Exercice 4.
1. Soient a, B,y € K tels que au; + fur +yus =0g. On a:
auy + Pus+yus =0 < ale; +2e2+2e4) + Ple1 +e2+2e4) +y(2e; —ex+e4) =0g
= (@a+f+2y)e1+Ra+pf-y)ex+a+2+7y)es =0p.

Or la famille (e, e, e4) est libre, donc une combinaison linéaire de (ej, e2, e4) est nulle si seulement si
ses coefficients sont nuls. Ainsi :

a+ f+2y=0
auy +Puz+yuz3 =0 <= {2a+ - y=0
2a+26+ v=0
a+pB+2y=0
— —B-5y=0 L—1I-20

—3)/:0 L3 —L3-21,
— a=pf=y=0.



Donc la famille (u;, up, us) est libre. En revanche, elle n’est pas génératrice de E car dim(E) =4 et €
ne contient que 3 vecteurs.

. Commencons par remarquer que uj, Uy, us sont bien des vecteurs de F. Or, dim(F) = 3 car (e, e2, e4)
est libre et génératrice de F, donc c’est une base de F. Puisque % est une famille libre de 3 vecteurs
appartenant a F, c’est une base de F.

. D’apres le théoréeme du rang :
dim(®®) = dim(Ker f) + dim(Im f).

Si f était surjective, on aurait Im f = E, donc dim(Ker f) = dim(R?) — dim(E) = —1; absurde. Donc f
n'est pas surjective.

. Calculons le noyau de f. Soit (x,y,2) €R3, on a:
(x,y,2)eKerf < f(x,,2) =0 < (x+y+2u1+(y+2)ur+2zusz=0g.

Puisque (u;, up, us) est libre, on a :

x+y+z=0
(x,y,2) EKer f < y+z2=0 < (x,5,2) =(0,0,0).
z=0

Ainsi Ker f = {Ogs}, donc f est injective.

. Par définition de f, on a Im f < Vect(u;, u, us) = F (question 2). Or, F = Vect(e, e2,e4), donc es ¢ F car
la famille (e;, e2, e3, e4) est libre. Par conséquent, e3 ¢ Im f.



