Algebre linéaire 1
IE:SH L1 MIPI 2024-2025

et techniques

Examen d’algebre linéaire 1 — corrigé
1¢ session
16 janvier 2024

Exercice 1 (4 pts).
1. La dimension de E est le nombre de vecteurs d'une base de E, avec la convention dim(E) =0 si E =
{05}
2. a kerf={xeE|f(x)=0g}
b. rg(f) =dim(m f)
c. Si E est de dimension finie, alors dim(E) = dim(ker f) +rg(f).
3. Premierement, F N G est non vide car F et G contiennent le vecteur nul. Deuxiémement, montrons
que F N G est stable par combinaisons linéaires. Soient u,ve FNnGet A€k, alorson a:
e u+AveF car u et vsontdans F et F est stable par combinaisons linéaires;
e u+AveGcar uet vsontdans G et G est stable par combinaisons linéaires;
donc u+ Av e FnG. Ainsi, Fn G est stable par combinaisons linéaires. Par conséquent, F N G est un
s.e.v. de E.
Exercice 2 (6 pts).
1.
a=(3+4)%=9+24i—16=—7+24i.
4-i 4-1)(2+31)) 8+12i—2i+3 11 10,
T2-31 22438 13 BECABER
2. a. Soitz:=x+iyeC,ona:

xz—yzzl
z2=1+i<=>(x+iy)2=1+i<=>x2+21xy—y2:1+i<=>{ ) )
xy=1

On ajoute I'équation |z|> = |1 +1|, c’est-a-dire x* + y2 =v2:

P+y2=V2 202 =V2+1 Li—I1+1y
-yP=1 =<2y2=V2-1 L—IL,-1
2xy=1. 2xy=1
5 V2+1
xX° =
2
— 2_\/§_1
r=m
2xy=1.

Puisque xy > 0, les nombres x et y sont de méme signe, donc les solutions du systeme sont :

V2+1 [V2-1 V2+1 V2-1
(x,y):\/ 5 ,\/ 5 ) et (x,y)= —\/ 5 ,—\/ 5 )

Les racines carrées de 1 +i sont donc :

V2+1 . [V2-1
21 = 2 +1 5 et zp:=-21.
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b. 1+i=\/§(‘/7§+i‘/7§)=\/§ei%

. 1 & 1 97

c. Sous forme exponentielle, les racines carrées de V2el7 sont 21 e's et 23el’s, et sous forme algé-
brique, les racines carrées sont z; et zp de la question 2a. Pulsque MRe(z1) et IJm(z;) sont positifs,
I'argument principal de z; appartient a [0, %], donc z; = 21els. Par conséquent :

i1 V24l \/5—1_\/2+\/§+i\/2—
2\/_ 22 2 2

Par définition de I'exponentielle imaginaire, on a :

d vetve Sm(”):ﬂ_

cos(— =
8 2 2

a. Solution 1. On écrit —8 sous forme exponentielle : —8 = 8e'”. Cherchons les racines cubiques
sous forme exponentielles. Soit w = relf eC* avecr>0etfe[0,27],ona:

=8« r’=8 et 3keZ 30=n+2kn
T+2kn

— r=2 et 3dkeZ 0=

2k+1
> r=2 et EIke{O,l,Z},H:%. (car 8 € [0,27])

Ainsi, les racines cubiques de —8 sont :

wo=2e'3 =1+iV3, wy =2e"=-2, w2=2ei%n=l—i\/§.

Solution 2. Une racine cubiques éVidente de —8 est —2. On rappelle que les racines cubiques de

s 21
l'unité sont 1, j et jZ avec j=e!3 =1 + 1£ donc les racines cubiques de —8 sont :

wy=-2, wi=wjxj=1-iv3,  wh=wyxj*=1+iV3.

b. Ona (£1})” = -8 si et seulement si £} est une racine cubique de —8. Soit w une racine cubique
de —-8,ona:
z—1 X
-=w <<= z-1=w(z+1i)
z+i

— z(01l-w)=1+iw

1+iw .
= z= . (w #1 d’apres 3a)
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Ainsi, les solutions de ( 1) =—8sont:

1+iwg 1+iwy 1+iw,
zZ0 = 21 = Zp =
1-wy 1-w; 1-w»,
_1-v3+i _1-2i _1+V3+i
-iv3 3 iv3
_iV3-3i-V3 _12 _ -iv3-3i+v3
B 3 3 3 B 3
V3 (V3 V3 (V3
=——4i|l—-1 =——i|—=—+1].
3 3 3 3



Exercice 3 (7 pts).

1.
xX—2y— 5z-3t=0 xX—2y-5z-3t=0
—2x+5y+13z+6t=0 y+3z =0 ILy—1ILy+2I,
— A
X+ y+ 3z+2t=0 - y—ZZ— =0 IL3—IL3+1
3x—4y—- 9z-9t=0. 2y+6z =0 Ly—L4—3L;.
x—-2y-5z-3t=0
y+3z =0
— <
z— t=0 L3g—IL3+Ly
0=0 Ly—Ls—2L,.
2.
x—-2y-5z-3t=0 x= 2t
(&¥) = y+3z =0 < {y=-3t
z— t=0 z=t

avec t € R une variable libre. Par conséquent, F = {(21,-31,¢,1) : t € R} = Vect(vp) ol vy = (2,-3,1,1).
Le vecteur vy forme une base de F.

3. Soient a,B,y€R.On a:

20+ B+ y=0
-a—-2f+2y=0
avy+ Prr+yvs =0t < A«
a+ f—- y=0
-8a—-9B+5y=0
a+ B- y=0 L1—1I3
—-a—-2f+2y=0
<~ A
2a+ B+ y=0 L3I
—-8a—-96+5y=0
a+f- vy=0
—,6+ )/ZO Ly —Lyx+ 1Ly
— <
—B+3y=0 L3—1I3-2L
—B-3y=0 L4—L4+8L;
a+f- vy=0
-p+ y=0
— <
2'}/=0 L3 —L3—-1Ly
—4’}’:0 Ly—Lg—L2
a=0
— {p6=0
Y=0

Donc la famille (vq, v2, v3) est libre.

4. D’apres la question précédente, (v, V2, v3) est une famille libre, donc c’est une base de Vect(vy, v, v3).
Par conséquent, dim(Vect(vl, vy, Ug)) =3, c’est donc un hyperplan de R4

5. Il suffit de montrer que le vecteur directeur de F n'appartient pas a Vect(vy, vz, v3). Cherchons si vy
peut s’écrire comme combinaison linéaire de vy, v, v3 :



2+ B+ y=2
—a-26+2y=-3

a+ - y=1
—-8a-9B+5y=1

a+ - y=1 L1 —L3
—a—-2f+2y=-3

avy+ Prr+yvs =1y < {

<~ A
20+ B+ y=2 L3 —1L;
-8a—-9B+5y=1
a+f- y=1
—ﬁ-i— Y=—2 Ly —Lyx+ 11
<~ A
-B+3y=0 L3 —L3—2L;
—f—-3y=9. Ly—L4+8L
a+p- y=1
-+ y=-2
> <

27/:2 L3—IL3—-1Ly

—4y =11 IL4—1I4-12
Les lignes 3 et 4 sont incompatibles, donc le systéme n’'a pas de solutions. Ainsi, vy ¢ Vect(vy, V2, U3),
donc F ¢ Vect(vy, v2, v3).
Exercice 4 (3 pts).
1. Soient u=(a,b,c)€ E, u' =(a’,b',c)e Eet \eR.On a:

fu+Ad) = fla+Ad, b+Ab', c+Ac")
=(a+Aa)yvy + b+ Ab)Yva+ (c+ Ac)vs
=av,+bvy+cvs+A@ vy + b ve+c'vg)
=fw) +Af),

donc f est linéaire.
2. Lensemble K est le noyau de f, c’est donc un sous-espace vectoriel de 'ensemble de définition de f.

3. D’apres le cours et la question précédente :
f estinjective < ker f = {Ops} < K ={0ps}.

Or, K = {ORs} signifie que la seule combinaison linéaire de v;, v», v3 égale au vecteur nul est celle dont
tous les coefficients sont nuls, donc K = {Oﬂs} est équivalent a la liberté de la famille (vy, vy, v3).

Ainsi, on a montré que f est injective si et seulement si (vy, v, v3) est libre.

4. Par définition, Vect(vy, v2, v3) est exactement 'image de f. D’apres le théoréme du rang, on a:
dim(Vect(v1, v2, v3)) = dim(Im f) = dim(®®) — dim(ker f) = 3 — dim(K).

5. Remarquons que av; + bv, + cvs = O est une relation de liaison entre vy, v, et v3 si et seulement si
(a, b, ¢) est un vecteur non nul de K.

Supposons que Vect(vy, vz, v3) est un plan de E, c’est-a-dire que sa dimension est égale a 2. D’apres
la question précédente, K est donc de dimension 1, par conséquent c’est une droite de R3. Soit ug :=
(ao, by, co) € R3\ {Ops} une base de K, alors K = Vect(ug). Donc tout vecteur de K est un multiple de u :

V(a,b,c) e K, AV eR, (a,b,c) = (Aag, Abg, Acy).

Ainsi, toute relation de liaison avy + bvs + cvs = O est multiple de la relation agvy + bov2 + cov3 = Og.



