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Exercice 1 (7,5 points).

1. (2 pts) Calculons z; — 2, :
Z1—2p=@+1)— (-2+3) =4+i+2-3i=6-2i.
Calculons z;/z :

z71 441 (@A+D(-2-3i) -8-12i-2i+3 —5-14i 5 14,
_——= = = = = —— — —1.
zp —2+3i |2+ 3i? (—2)2+32 13 13 13

2. (1,5 pt) Soit 0 € R, linéarisons sin3(0) :
oil _ o-if 3
2i

ei30 _ 3ei29e—i0 + 3eiee—126 _ e—i30 R
= (bin6me de Newton)

(formule d’Euler)

sm%mz(

(2i)3

0i30 _ 3010 | 30-10 _ o=i30
- —8i

(ei36 _ e—i38) _ 3(619 _ e—i@)
- -8i

2isin(36) —6isin(0
= 89 o ©) (formule d’Euler)

-8i

1 3
= ~1 sin(360) + 1 sin(6).

3. (1 pt) Léquation z" = 1 admet n solutions dans C. Ce sont les racines n-iemes de I'unité, dont I'ex-

pression est donnée par :
s2mk

Vkel0,n-1], (k=er.

4. (2 pt) Soient a, B,y € R tels que av; + Bv +yv3 =0ps. On a:

a—pB+3y=0
avi+Pra+yr3 =0 <= {2a¢ + y=0
B+ y=0
a—-4p =0
@{20{— g =0
y=-P
a =4p
c){ 76 =0
Y=-p
a=0
(:){ﬁ—o
vy=0



5.

Par conséquent, la famille (v, v», v3) est libre.

Remarque : le fait que les vecteurs vy, v» et vs soient 2 a 2 non colinéaires ne suffit pas pour conclure
qu'ils sont libres!

(1 pt) D’apreés la formule de Grassmann, on a :

dim(F + G) = dim(F) + dim(G) — dim(F n G).

Exercice 2 (5,5 points).

1. (2 pts) On applique 'algorithme du pivot de Gauss au systeme (&) :

2x+ y + t=0 -x+ 3y+2z+ t=0 Ly <1L3
-x+10y+6z+4t=0 < { —x+10y+6z+4t=0
-x+ 3y+2z+ t=0 2x+ y + =0 L3—1IL;
-x+3y+2z+ t=0
= Ty+4z+3t=0 Ly—1Ly-1;
Ty+4z+3t=0 I3 I3+20
-x+3y+2z+ t=0
= 7y+4z+3t=0
0=0. L3—IL3-1Ly

Le systéme (%) est équivalent a un systeme échelonné de rang 2.

(1,5 pt) On choisit comme inconnues principales x et z, et comme inconnues secondaires y et ¢ :

x=3y+2z+t =3y+(-Ly-3t)+t =-
(5”)<:>{ yraz @{x y(zyz) @{x

3t
z=—1y-31 3
Cherchons une base de F. Soit u = (x,y,z,t) € R* ona:
ueF < u estsolution de (%)
= u=(-3y-3t % —fy-it 1)
= u=yvi+tuy,

ol vy = (—%, 1,—%,0) et vy = (—%,O,—?—l, 1). Par conséquent, F est engendré par v et v,. De plus, v; et
v, sont libres car ils sont non colinéaires. Donc (v, v2) est une base de F.

3. (I pt) La base de F trouvée précédemment comporte 2 vecteurs, donc dim(F) = 2.

4. (I pt) Montrons que F N D = {Ops}. On sait que FN D est un s.e.v. de D et que D est de dimension 1,

5.

donc :
e soitdim(FnD)=1,etdanscecas FND=D;
¢ soit dim(Fn D) =0, et dans ce cas FN D = {Op4}.

Or, le vecteur (1,1,1,1) n'appartient pas a F car il n'est pas solution du systeme (), donc D n’est pas
inclus dans F. Par conséquent, FN D # D, donc FN D = {Ops}. Les s.e.v. F et D sont en somme directe.

(Bonus +1 pt) Les s.e.v. F et D ne sont pas supplémentaires, car dim(F) + dim(D) =3 # dim(RY).

Exercice 3 (3 points).

1.

(1 pt) Soient u = (x,y,2) et v=(x',y',z') dans R? et soit A € R. Alors :

fu+Av) = fx+Ax,y+ Ay, z+12)
=B+ Ax) -4y + Ay +2(z+A2), 2(x+Ax)+3(y+ 1Y) —5(z+A12))
=(3x—-4y+2z, 2x+3y-52)+ABx' -4y’ + 22/, 2x' +3y' - 52)
=f(w+Af(v).

Par conséquent, f est une application linéaire.



2. (1pt)Soitu=(x,y,2) € R3.0Ona:

ueker f < f(u) =0p
3x—4y+2z=0
{2x+3y—5z:0
3x— 4y+ 2z=0
{ 19y—-172=0 L, —3Ly-2L;

3x= %Z—ZZ
: _ 17

V=197
X = %Z
— 17
Y=19%
14 17

= u=(15215%2)
— u= %(14, 17,19).
Ainsi, ker f = Vect((14,17,19)). Puisque le vecteur (14,17,19) est non nul, il forme une base de ker f.
3. (0,5 pt) Le noyau de f n’est pas réduit a {Ogs}, donc f n’'est pas injective.
Remarque : une application linéaire de R3 dans R? ne peut jamais étre injective, car le théoréme du rang

implique alors que dim(ker f) = 3—rg(f) = 1 puisque rg(f) <2 = dim(R?). Doncker f est nécessairement
non réduit a l'espace nul.

4. (0,5 pt) D’apres le théoréeme du rang, on a :
rg(f) = dim(R®) — dim(ker f)=3-1=2.
Ainsi, Im f est un s.e.v. de dimension 2 de R?, donc Im f = R?. Par conséquent, f est surjective.

Exercice 4 (4 points).

1. (I pt) Calculons les modules de z; et z, : On a:

1z11=\V (V3)2+12=V4=2, |z|=2x]i|=2

Ecrivons z; sous forme trigonométrique :
3 1 7 b4 n
z1=2 £+ —i :2(cos— +isin—) =2e's,
2 2 6 6

donc arg(z;) = § (27). Enfin, 2z, est un nombre imaginaire pur de partie imaginaire positive, donc
arg(zz) = 7 (2m).

2. a. (0,5 pt) Le discriminant de ce polynéme est :
2
A=(V3+3i) -ax(-2+2v3i)
=3+6V3i-9+8-8V3i
=2-2v/3i.

b. (1 pt) Il y avait 2 fagons de calculer les racines carrées de A : en utilisant la forme algébrique et en
utilisant la forme trigonométrique.

Méthode 1. Soit 6 = x+iy € C avec (x,y) € R? tel que 52=A.0Ona:

2_ .2
xX*—y =2
52=A = x*+2xyi-y*=A = Y
2xy=—2\/§.

De plus :

0 =A = 5= Al = x*+)?=\/22+(-2V3)2=4.



Ainsi,on a:

x2+y2:4
52=N = {x*-y*=2
2xy=—2\/§.
2x*=6
= {2y*=2
2xy:—2\/§.
x*=3
— < y2:1
2xy:—2\/§.

Puisque xy < 0, les réels x et y sont de signes opposés, donc les solutions de ce systéme sont
(x,y)= (v/3,-1) et (x, y) = (—+v/3,1). Ainsi, les racines carrées de A sont § = v3—iet -6 = —v/3 +1i.
Méthode 2. Ecrivons A sous forme trigonométrique :

Les racines carrées de A sont donc :

et son opposé —6 = —/3 +i.
c. (0,5 pt) Les solutions de (&) sont :

_V3+43i+6  V3+3i+v3-i

z =v3+i,
! 2 2
V3+3i-8 V3+3i—-v3+i 5
22: = = ,
2 2

c’est-a-dire les nombres z; et z; de la question 1.

3. (I pt) En faisant le changement de variable w?® = z, 'équation (&’) revient a I'équation (&) dont les
solutions sont z; et zy. Par conséquent, les solutions de (&) sont les w € C tels que w3 =z, ou w? =z,
c’est-a-dire les racines cubiques de z; et de zp. On a vu a la question 1 des formes trigonométriques
de zj et 2 :

iz ir
z1=2e's, Zp=2ez2.
Les racines cubiques de z; et z, sont respectivement wy, w1, w» et wy, wy, wy, ou :

n 2k

Vke{0,1,2), wp=23el

+

3) et w%:Z%e.(% %)

Par conséquent, I’ensemble des solutions de (&) est :

1 4z 1 497 1 1 1 4z 1 j5m 1 43
S={23612, 23e1z, 23e 12, 23e6, 23e6, 23e 2,



